
Óñëîâèÿ è êðàòêè ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 8.1. Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà x3 − 6x2 + 11x+ a = 0 è x3 + 4x2 + x+ a = 0, êúäåòî
a å ïàðàìåòúð, àêî å èçâåñòíî, ÷å òå èìàò îáù êîðåí.

Ðåøåíèå. Íåêà x0 å îáùèÿò êîðåí íà äâåòå óðàâíåíèÿ, ò.å. x30 − 6x20 + 11x0 + a = 0 è x30 +
4x20 + x0 + a = 0. Åëèìèíèðàéêè a, ïîëó÷àâàìå 10x20 − 10x0 = 0, ò.å. x0 = 1 èëè x0 = 0.

Àêî îáùèÿò êîðåí å x0 = 1, òî a = −x30 − 4x20 − x0 = −6. Òîãàâà óðàâíåíèÿòà ñà

x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x3 − x)− 6(x2 − 2x+ 1) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) = 0

ñ êîðåíè 1, 2 è 3, è

x3 + 4x2 + x− 6 = (x3 − x2) + (x− x2) + 6(x2 − 1) = (x− 1)(x+ 2)(x+ 3)

ñ êîðåíè 1, −2 è −3.

Àêî îáùèÿò êîðåí å x0 = 0, òî a = −x30−4x20−x0 = 0 è óðàâíåíèÿòà ñà x(x2−6x+11) = 0
ñ åäèíñòâåí ðåàëåí êîðåí 0 è x(x2 + 4x+ 1) = 0 ñ êîðåíè 0 è −2±

√
3.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà íàìèðàíå íà âúçìîæíèòå îáùè êîðåíè, 3 ò. çà ñëó÷àÿ íà îáù

êîðåí 1, 1 ò. çà ñëó÷àÿ íà îáù êîðåí 0.

Çàäà÷à 8.2. Íåêà ABCD å èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê, êîéòî íå å óñïîðåäíèê, à òî÷êèòå M
è N ñà ñúîòâåòíî ñðåäèòå íà äèàãîíàëèòå AC è BD. Ïðàâàòà MN ïðåñè÷à ñòðàíèòå AD è

BC ñúîòâåòíî âúâ âúòðåøíè òî÷êè P è Q. Äà ñå äîêàæå, ÷å <) APN =<) BQM òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî AD = BC.

Ðåøåíèå. Íåêà K å ñðåäàòà íà AB. Òîãàâà KM è KN ñà ñðåäíè îòñå÷êè ñúîòâåòíî íà

òðèúãúëíèöèòå ABC è ABD. Àêî òî÷êèòå P , N , M è Q ñà â òîçè ðåä âúðõó ïðàâàòà PQ,
èìàìå <) APN =<) KNM è <) BQM =<) KMN . Îñâåí òîâà èìàìå KN = AD/2 è KM =
BC/2. Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî òîâà, ÷å åäèí òðèúãúëíèê å ðàâíîáåäðåí òîãàâà

è ñàìî òîãàâà, êîãàòî úãëèòå ïðè îñíîâàòà ìó ñà ðàâíè.

Ñëó÷àÿò, â êîéòî ðåäúò âúðõó ïðàâàòà PQ å P , M , N è Q, âîäè äî <) APN =<) KNQ è

<) BQM =<) KMP è ïðåìèíàâàíåòî êúì äîïúëíèòåëíè úãëè âîäè äî ãîðíèÿ ðåçóëòàò.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà âúâåæäàíåòî íà òî÷êà K, 2 ò. çà ðàâåíñòâîòî íà ïðèëåæàùèòå

úãëè, 1 ò. çà ðàâåíñòâàòà îò ñðåäíèòå îòñå÷êè, 1 ò. çà ñâåæäàíå äî åêâèâàëåíòíàòà çàäà÷à, 1

ò. çà ïðàâèëíî îò÷èòàíå íà âòîðèÿ ñëó÷àé.

Çàäà÷à 8.3. Åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî íàðè÷àìå äîáðî, àêî ñå çàïèñâà ñ ïîìîùòà íà ñàìî äâå

ðàçëè÷íè öèôðè, åäíàòà îò êîèòî å 0, è ïðèòåæàâà ñëåäíîòî ñâîéñòâî: êàêâàòî è íåíóëåâà

öèôðà a äà äîïèøåì îòäÿñíî íà òîâà ÷èñëî, ñå ïîëó÷àâà ÷èñëî, êîåòî ñå äåëè íà a.

à) Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî äîáðî ÷èñëî.

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äîáðè ÷èñëà, â êîèòî ó÷àñòâà ñàìî åäíà

íóëà.

Ðåøåíèå. Àêî N å äîáðî ÷èñëî, òî Na − a = 10N ñå äåëè íà a çà âñÿêà íåíóëåâà öèôðà a.
Îòòóê ïðè a = 7 è a = 9 ñëåäâà, ÷e N ñå äåëè íà 7 è íà 9, à ïðè a = 8, çàêëþ÷àâàìå, ÷å N ñå

2 Свалено от Klasirane.com

https://klasirane.com


äåëè íà 4. Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å N å êðàòíî íà ÷èñëî, êîåòî ñå çàïèñâà ñàìî ñ öèôðèòå 1 è

0, è ÷å òðèòå íàé-ìàëêè ÷èñëà, êîèòî ñå çàïèñâàò ñàìî ñ 1 è 0 è ñå äåëÿò íà 7, ñà 1001, 10010
è 10101 (ïî-ìàëêèòå êàíäèäàòè ñå îòõâúðëÿò ëåñíî), à ñëåäâàùèòå ñà ñ ïîíå 6 öèôðè.

à) Íåêà N å íàé-ìàëêîòî äîáðî ÷èñëî. Àêî íåíóëåâàòà öèôðà íà N íå ñå äåëè íà 3, îò 9|N
ñëåäâà, ÷å N èìà ïîíå 9 öèôðè. Àêî íåíóëåâàòà öèôðà íà N å 3, òî N çàâúðøâà íà 00 è 3 ñå

ñðåùà ïîíå òðè ïúòè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å N å ïîíå 7-öèôðåíî. Àêî íåíóëåâàòà öèôðà íà N å 6,

òî N çàâúðøâà íà 0 è 6 ñå ñðåùà ïîíå òðè ïúòè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å N = 606060 èëè N å ïîíå

7-öèôðåíî. Íàêðàÿ, àêî íåíóëåâàòà öèôðà å 9, òî N çàâúðøâà íà 00 è çíà÷è N = 900900 èëè
N èìà ïîíå 7 öèôðè.

Ñëåäîâàòåëíî íàé-ìàëêîòî äîáðî ÷èñëî å 606060.

á) Òàêèâà ñà íàïðèìåð ÷èñëàòà 66 . . . 60, êúäåòî áðîÿò íà øåñòèöèòå å êðàòåí íà 6.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà íàìèðàíå íà óñëîâèÿòà çà äåëèìîñò íà 7, 8 è 9, â à) � 1 ò. çà

ñëó÷àÿ íà öèôðà, âçàèìíîïðîñòà ñ 3, 2 ò. çà ñëó÷àèòå íà öèôðà 3, 6, 9, 2 ò. çà á).

Çàäà÷à 8.4. Ïðàâîúãúëíèê 5 × 11 å ðàçãðàôåí íà 55 åäèíè÷íè êâàäðàò÷åòà. Àíè è Áîáè

èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà. Îòíà÷àëî Àíè îöâåòÿâà âñÿêî êâàäðàò÷å â áÿëî, çåëåíî èëè ÷åðâåíî.

Ñëåä òîâà Áîáè èçáèðà äâå åäíîöâåòíè êâàäðàò÷åòà èçìåæäó îöâåòåíèòå îò Àíè, èìàùè îáùà

ñòðàíà èëè âðúõ, è ãè îöâåòÿâà â ñèíüî. Ïî-íàòàòúê Áîáè ïðîäúëæàâà äà ïîâòàðÿ ñúùîòî

äåéñòâèå, äîêàòî òî å âúçìîæíî. Êîãàòî Áîáè ïðèêëþ÷è, Àíè ìó ïëàùà òîëêîâà ñòîòèíêè,

êîëêîòî å áðîÿò íà ñèíèòå êâàäðàò÷åòà.

à) Àêî Àíè ñå ñòðåìè äà ïëàòè êîëêîòî ñå ìîæå ïî-ìàëêî, à Áîáè � äà ïîëó÷è êîëêîòî ñå

ìîæå ïîâå÷å, êîëêî ñòîòèíêè ùå ïëàòè Àíè íà Áîáè?

á) Êàê ùå ñå ïðîìåíè îòãîâîðúò íà âúïðîñà â à), àêî Àíè íÿìà ïðàâî äà èçïîëçâà çåëåí

öâÿò?

Ðåøåíèå. à) Îòãîâîð: 20. Íåêà Àíè îöâåòè â áÿëî íå÷åòíèòå ïîëåòà îò íå÷åòíèòå ðåäîâå

è â çåëåíî ÷åòíèòå ïîëåòà îò íå÷åòíèòå ðåäîâå, à îñòàíàëèòå ïîëåòà � â ÷åðâåíî. Òîãàâà

Áîáè íÿìà äà ìîæå äà ïðåîöâåòÿâà áåëè, íèòî çåëåíè ïîëåòà, à îò âñåêè ÷åòåí ðåä ùå ìîæå

äà ïðåîöâåòè â ñèíüî íàé-ìíîãî 5 äâîéêè ÷åðâåíè ïîëåòà, òàêà ÷å ùå ïîëó÷è íå ïîâå÷å îò

2.5.2 = 20 ñòîòèíêè. Îò äðóãà ñòðàíà, îò ïðàâîúãúëíèêà ìîæåì äà îòäåëèì 10 êâàäðàòà 2×2
è ïðè âñÿêî îöâåòÿâàíå âúâ âñåêè îò òÿõ ùå èìà ïîíå äâå åäíîöâåòíè ïîëåòà, òàêà ÷å Áîáè

ìîæå äà ñè ãàðàíòèðà ïîíå 20 ñòîòèíêè.

á) Îòãîâîð: 36. Àêî Àíè îöâåòè â áÿëî íå÷åòíèòå ïîëåòà îò íå÷åòíèòå ðåäîâå, à â ÷åðâåíî

îñòàíàëèòå, òî Áîáè íÿìà äà ìîæå äà ïðåîöâåòÿâà áåëè ïîëåòà. ×åðâåíèòå ïîëåòà ùå ñà

55−18 = 37, òàêà ùå îò òÿõ Áîáè ùå ìîæå äà îöâåòè ïî äâîéêè íàé-ìíîãî 36. Àêî íîìåðèðàìå
ïîëåòàòà îò òàáëèöàòà òàêà:

1 1 2 5 5 9 9 10 11 11 12

1 2 2 5 6 9 10 10 11 12 12

3 3 6 6 13 13 15 15 17 17

3 4 7 8 8 13 14 15 16 17 18

4 4 7 7 8 14 14 16 16 18 18

òî ïðè âñÿêî îöâåòÿâàíå íà Àíè ñðåä âñåêè òðè ïîëåòà ñ äàäåí íîìåð ùå èìà ïîíå äâå åäíîö-

âåòíè (ñúñåäíè), òàêà ÷å Áîáè ìîæå äà ñè ãàðàíòèðà ïîíå 18.2 = 36 ñòîòèíêè.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. (2 + 1 ñúîòâåòíî çà ãîðíà è äîëíà îöåíêà) çà à) è 4 ò. (2 + 2 çà

ãîðíà è äîëíà îöåíêà) çà á).

Çàäà÷à 9.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî êâàäðàòíèòå
óðàâíåíèÿ x2 + 2a2x+ 2a = 0 è y2 + y + a = 0 èìàò ñúîòâåòíî êîðåíè x1, x2 è y1, y2 è

x1
x2

+
x2
x1

= 2(y1y2 + y1 + y2).

Ðåøåíèå. Îò ôîðìóëèòå íà Âèåò ñëåäâà, ÷å

x1
x2

+
x2
x1

=
x21 + x22
x1x2

=
4a4 − 4a

2a
= 2a3 − 2 è y1y2 + y1 + y2 = a− 1.

Ðàâåíñòâîòî îò óñëîâèåòî å åêâèâàëåíòíî íà a3 − 1 = a − 1 ⇐⇒ a(a + 1)(a − 1) = 0 è

ñëåäîâàòåëíî a = 0,±1. Òúé êàòî x1x2 ̸= 0, òî a ̸= 0. Ïðè a = 1 è äâåòå óðàâíåíèÿ íÿìàò

êîðåíè. Ïðè a = −1 óðàâíåíèÿòà èìàò êîðåíè è ñëåäîâàòåëíî a = −1 å åäèíñòâåíàòà ñòîéíîñò
ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 3 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíåíèåòî a3 − 1 = a − 1, 1 ò. çà ðåøàâàíå

a = 0,±1, ïî 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà ñëó÷àèòå a = 0 è a = 1.

Çàäà÷à 9.2. Â íåðàâíîáåäðåí îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC å ïîñòðîåíà úãëîïîëîâÿùàòà

CL íà <) ACB. Òî÷êèòå M , N è P ñà ñðåäè ñúîòâåòíî íà ñòðàíèòå AB, BC è AC, à òî÷êà T
å äîïèðíàòà òî÷êà íà âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò è ñòðàíàòà AB. Îïèñàíàòà îêðúæíîñò

îêîëî △NPL ïðåñè÷à CL â òî÷êà D. Àêî L å ñðåäà íà MT , äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî
CD

DL
.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Äà îçíà÷èì ñðåäàòà íà äúãàòà AB, êîÿòî íå ñúäúðæà òî÷êàòà C ñ

K. Òîãàâà MK ⊥ AM è △MKL ∼= △TIL (ïîíåæå <) KLM =<) ILT êàòî âðúõíè, <) KML =
<) ITL = 90◦ è ML = LT ïî óñëîâèå). Ñëåäîâàòåëíî KM = IT = IF , êúäåòî F å äîïèðíàòà

òî÷êà íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò ñúñ ñòðàíàòà AC.

Òúé êàòî <) KAM =<) KCB =<) ICP , òî △MKA ∼= △FIC, îòêúäåòî CI = AK. Îò

èçâåñòíèÿ ôàêò, ÷å KA = KB = KI ñëåäâà, ÷å CI = AK = BK = KI, ò.å. I å ñðåäà íà CK.

Ïîíåæå IP å ñðåäíà îòñå÷êà â△AKC, òî IP =
1

2
AK =

1

2
IK = IL è àíàëîãè÷íî IN = IL.

Ñëåäîâàòåëíî IP = IN = IL, ò.å. I å öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò çà △PLN . Òîãàâà DI
å äèàìåòúð â òàçè îêðúæíîñò è DI = IL = LK. Îò òóê è îò CI = IK ñëåäâà, ÷å CD = DI,

ò.å.
CD

DL
=

1

2
.

Âòîðè íà÷èí. Îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùàòà ñëåäâà, ÷å
AC

BC
=

AL

BL
, îòêúäåòî íàìèðàìå

AL =
cb

a+ b
è BL =

ca

a+ b
. Òúé êàòî AM =

c

2
, BT =

a+ c− b

2
, òî ML = LT å åêâèâàëåíòíî

íà AL−AM = BL−BT . Ñëåä çàìåñòâàíå ñúñ ñúîòâåòíèòå èçðàçè, ïîëó÷àâàìå

(b− a)(b+ a− 2c) = 0

è òúé êàòî òðèúãúëíèêúò íå å ðàâíîáåäðåí, íàìèðàìå c =
a+ b

2
.
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Òîãàâà AL =
b

2
è BL =

a

2
. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å△ALP è△BLN ñà ðàâíîáåäðåíè è úãëîïîëî-

âÿùèòå AI è BI ñà ñèìåòðàëè íà îòñå÷êèòå PL è NL. Ñëåäîâàòåëíî I å öåíòúð íà îïèñàíàòà
îêðúæíîñò íà △PNL, ò.å. ID = IL.

Îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùàòà AI â △ALC ñëåäâà, ÷å CI : IL = AC : AL = 2 : 1. Ñåãà
îò ID = IL è CI : IL = 2 : 1 ñëåäâà, ÷å CD = DI = IL, ò.å. CD : DL = 1 : 2.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) Ïúðâè íà÷èí: 1 ò. çà MK = IT , 2 ò. çà △AMK ∼= △CFI è èçâîä

CI = AK = KI, 1 ò. çà IP = IL, 1 ò. çà I � öåíòúð íà îïèñàíàòà îêîëî △PLN îêðúæíîñò, 1

ò. çà äîâúðøâàíå.

Âòîðè íà÷èí: 2 ò. çà c =
a+ b

2
, 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å I å öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò

íà △PNL, 1 ò. çà CI : IL = 2 : 1, 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà îòãîâîðà.

Çàäà÷à 9.3. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ïîäðåæäàìå åñòåñòâåíèòå ìó äåëèòåëè ïî ãîëåìèíà:

1 = d1 < d2 < d3 < · · · < dk = n. Íåêà

A =

k∑
i=1

di +

k∑
i=1

1

di
.

Âúçìîæíî ëè å:

à) A = 2018;

á) A = 2019?

Ðåøåíèå. Íåêà s =
∑k

i=1 di. Òúé êàòî n
∑k

i=1
1
di

=
∑k

i=1 di = s, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

An = s(n+ 1). Òúé êàòî (n, n+ 1) = 1, çàêëþ÷àâàìå, ÷å n+ 1 å äåëèòåë íà A.

à) Òúé êàòî êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà 2018 å 2018 = 2.1009, oò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å n+1 = 2,
1009 èëè 2018, ò.å. n = 1, 1008 èëè 2017. Çà s ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî s = 2, 3224 è 2018, êàòî
è òðèòå íå âîäÿò äî ðåøåíèå, ò.å. A = 2018 å íåâúçìîæíî.

á) Òúé êàòî êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà 2019 å 2019 = 3.673, èìàìå n+1 = 3, 673 èëè 2019,
ò.å. n = 2, 672 èëè 2018. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïðè n = 672 èìàìå s = 2016, êîåòî äàâà

ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî 2019n = s(n+ 1) è çíà÷è îòãîâîðúò å ïîëîæèòåëåí.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå íà
∑k

i=1
1
di

= s/n, 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíåíèåòî
An = s(n+ 1), ïî 2 ò. çà âñåêè îò ñëó÷àèòå A = 2018 è A = 2019.

Çàäà÷à 9.4. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî k ≥ 2. Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà a1 < a2 < · · · < a2k ñà

òàêèâà, ÷å ÷èñëàòà

a1 + a2k, a2 + a2k−1, . . . , ak−1 + ak+2, ak + ak+1

ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà a2k.

Ðåøåíèå. Çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , k− 1 äà îçíà÷èì ai+1 = ai + xi è a2k+1−i = a2k−i + yi. Òîãàâà

a2 = a1 + x1 a3 = a2 + x2 . . . ak = ak−1 + xk−1

a2k = a2k−1 + y1 a2k−1 = a2k−2 + y2 . . . ak+2 = ak+1 + yk−1.

Òúé êàòî ÷èñëàòà a1, a2, . . . , a2k ñà ðàçëè÷íè, òî xi ≥ 1 è yi ≥ 1. Àêî çà íÿêîå i èìàìå xi = yi,
ùå ïîëó÷èì ai+1 − ai = xi = yi = a2k+1−i − a2k−i è ñëåäîâàòåëíî ai + a2k+1−i = ai+1 + a2k−i,
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ïðîòèâîðå÷èå. Îò xi ≥ 1, yi ≥ 1 è xi ̸= yi ñëåäâà, ÷å xi + yi ≥ 3. Ïðåñìÿòàìå:

a2k = a2k − a2k−1 + a2k−1 − a2k−2 + · · ·+ a3 − a2 + a2 − a1 + a1 =

= y1 + y2 + · · ·+ yk−1 + ak+1 − ak + xk−1 + xk−2 + · · ·+ x1 + a1 =

= (x1 + y1) + (x2 + y2) + · · ·+ (xk−1 + yk−1) + (ak+1 − ak) + a1 ≥ 3(k − 1) + 2

Ñëåäîâàòåëíî

(1) a2k ≥ 3(k − 1) + 2 = 3k − 1.

Çà ÷èñëàòà

a1 = 1, a2 = 3, . . . , ak = 2k − 1, ak+1 = 2k, ak+2 = 2k + 1, . . . a2k = 3k − 1

èìàìå, ÷å ñáîðîâåòå a1 + a2k = 3k, a2 + a2k−1 = 3k + 1, . . . , a2k + a2k+1 = 4k − 1 ñà ðàçëè÷íè.

Ñëåäîâàòåëíî

(2) min{a2k} ≤ 3k − 1.

Îò (1) è (2) ñëåäâà, ÷å min{a2k} = 3k − 1.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà îöåíêàòà a2k ≥ 3k−1, 3 ò. çà ïðèìåð, îò êîéòî ñëåäâà a2k ≤ 3k−1.

Çàäà÷à 10.1. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC è úãëîïîëîâÿùà CL (L ∈ AB). Îêðúæíîñò ïðåç C è

L ïðåñè÷à ïðàâàòà AB è îïèñàíàòà îêîëî ABC îêðúæíîñò k çà âòîðè ïúò ñúîòâåòíî â òî÷êè

M è N , êàòî A å ìåæäó M è B, à N å âúðõó äúãàòà
⌢
AB, íåñúäúðæàùà C. Àíàëîãè÷íî, âòîðà

îêðúæíîñò ïðåç C è L ïðåñè÷à ïðàâàòà AB è k çà âòîðè ïúò ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q, êàòî

B å ìåæäó P è A, à Q å âúðõó äúãàòà
⌢
AB, íåñúäúðæàùà C. Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , N ,

P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Íåêà CL å úãëîïîëîâÿùà íà <) ACB. Íåêà K å ñðåäàòà íà äúãàòà
⌢
AB, íåñúäúð-

æàùà C. Òîãàâà K ëåæè íà ïðàâàòà CL è èìàìå <) MNC =<) MLC è <) KNC =<) BLC,
îòêúäåòî

<) MNC+ <) KNC =<) MLC+ <) BLC = 180◦,

ò.å. òî÷êèòå M , N è K ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å Q, P è K ëåæàò íà

åäíà ïðàâà. Ñåãà îò KN.KM = KL.KC = KP.KQ ñëåäâà, ÷å òî÷êèòå M , N , P è Q ëåæàò

íà åäíà îêðúæíîñò.

Çàáåëåæêà. Âÿðíî å è îáðàòíîòî òâúðäåíèå � àêî M , N , P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò,

òî CL å úãëîïîëîâÿùà. Íåêà M , N , P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Òîãàâà ïðàâèòå MN ,

CL è PQ ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà, çàùîòî ñà îáùè õîðäè íà îêðúæíîñòèòå, îïèñàíè îêîëî

MNLC, PQCL è MNPQ. Êàêòî ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå

<) MNC+ <) QPC =<) MLC+ <) QLC = 180◦

è ñëåäîâàòåëíî <) KNC+ <) KPC = 180◦, ò.å. K ëåæè âúðõó k. Ñåãà îò <) KPC =<) MNC =

<) ALC ñëåäâà, ÷å
⌢
AK=

⌢
BK, ò.å. CL å úãëîïîëîâÿùà íà <) ACB.
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Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 ò. çà âúâåæäàíå íà ñðåäàòà íà äúãàòà
⌢
AB, 3 ò. çà äîêàçâàíå íà äâåòå

êîëèíåàðíîñòè, 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.2. Äà ñå îïðåäåëè çà êîè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, óðàâíåíèåòî√
3 + 2x− x2 −

√
4− a2 + 2ax− x2 = 1− a

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà óðàâíåíèåòî å [−1, 3] ∩ [a − 2, a + 2] è òÿ å íåïðàçíî

ìíîæåñòâî çà a ∈ [−3, 5]. ßñíî å, ÷å çà a = 1, âñÿêî x å ðåøåíèå. Ùå ðàçãëåæäàìå äàäåíîòî

óðàâíåíèå çà a ∈ [−3, 5] è a ̸= 2. Ïðåíàïèñâàéêè ãî êàòî√
3 + 2x− x2 + (a− 1) =

√
4− a2 + 2ax− x2 (1)

è ïîâäèãàéêè íà êâàäðàò, ïîëó÷àâàìå√
3 + 2x− x2 = x− a (2)

è çàìåñòâàéêè â (1), ïîëó÷àâàìå√
4− a2 + 2ax− x2 = x− 1. (3)

Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò íà (2) (èëè íà (3)) èìàìå, ÷å

f(x) = 2x2 − 2(a+ 1)x+ a2 − 3 = 0. (4)

Ïðåîáðàçóâàíèÿòà íà (1) äî (4) ñà åêâèâàëåíòíè çà x îò äåôèíèöèîíàòà îáëàñò [−1, 3] ∩ [a−
2, a+ 2], a ̸= 1 è çà x ≥ a, x ≥ 1.

Òàêà äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî óðàâíå-

íèåòî (4) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, àêî a ∈ [−3, 5], a ̸= 1, x ∈ [−1, 3] ∩ [a − 2, a + 2], x ≥ a è

x ≥ 1.

Óðàâíåíèåòî (4) èìà ðåøåíèå, àêî Df = −a2 + 2a+ 7 ≥ 0, ò. å. çà a ∈ [1− 2
√
2, 1 + 2

√
2] ⊂

[−3, 5] è òî ùå å åäèíñòâåíî çà x ≥ a è x ≥ 1, ñàìî àêî a è 1 ñà ìåæäó êîðåíèòå ìó, ò. å. çà

f(a) = f(1) = a2 − 2a− 3 ≤ 0 èëè a ∈ [−1, 3] ⊂ [1− 2
√
2, 1 + 2

√
2] ⊂ [−3, 5].

Îñòàâà äà âèäèì çà êîè a ∈ [−1, 3], a ̸= 1 ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (4), çà êîåòî x ≥ a è

x ≥ 1, ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò. Òúé êàòî

f(−1) = f(a+ 2) = (a+ 1)2 ≥ 0 è f(3) = f(a− 2) = (a− 3)2 ≥ 0,

òî òðÿáâà è äâàòà êîðåíà íà óðàâíåíèåòî (4) äà ñå ñúäúðæàò â èíòåðâàëèòå îò äåôèíèöèîí-

íàòà îáëàñò, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà íåðàâåíñòâàòà

−1 ≤ a+ 1

2
≤ 3 è a− 2 ≤ a+ 1

2
≤ a+ 2,

êîèòî ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî a ∈ [−1, 3].
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Îêîí÷àòåëíî, äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà a ∈ [−1, 1) ∪ (1, 3].

Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíåíèå ñ åäèí ðàäèêàë, 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå

íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå (4), 2 ò. çà îïèñàíèå íà óñëîâèÿòà çà åäèíñòâåí êîðåí, 2 ò. çà

èçñëåäâàíåòî èì.

Çàäà÷à 10.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, êîèòî ñà òî÷íà ñòåïåí (âúçìîæíî

ïúðâà) íà ïðîñòî ÷èñëî è òàêèâà, ÷å σ(n) äåëè ÷èñëîòî nφ(n) − 6. Ñúñ σ(n) ñå îçíà÷àâà

ñóìàòà îò åñòåñòâåíèòå äåëèòåëè íà n, à ñ φ(n) � áðîÿò íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n
è âçàèìíîïðîñòè ñ n.

Ðåøåíèå. Íåêà n = pk, êúäåòî p å ïðîñòî, à k å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òúé êàòî φ(n) = pk−1(p−1)
è σ(n) = (pk+1 − 1)/(p− 1), óñëîâèåòî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

p2k−1(p− 1) ≡ 6 (mod
pk+1 − 1

p− 1
). (1)

Òúé êàòî pk+1 ≡ 1 (mod pk+1−1
p−1 ), îò (1) ñëåäâà, ÷å p− 1 ≡ 6p3 (mod pk+1−1

p−1 ).

Àêî k ≥ 4, òî p5 − 1 ≤ pk+1 − 1 ≤ (p − 1)(6p3 − p + 1), îòêúäåòî p4 + p3 + p2 + p + 1 ≤
6p3 − p + 1 ⇐⇒ p3(p − 5) + 2p < 0, êîåòî å âúçìîæíî ñàìî ïðè p = 2 è p = 3. Â òåçè äâà

ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî 6p3 − p+ 1 = 47 è 160, çà êîèòî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íå ñå äåëÿò

íà ÷èñëà îò âèäà pk+1 − 1 çà p = 2 è 3 è k ≥ 4.

Ïðè k = 3 èìàìå p3 + p2 + p + 1|6p3 − p + 1 = 6(p3 + p2 + p + 1) − 6p2 − 7p − 5, îòêúäåòî
p3 + p2 + p+ 1|6p2 + 7p+ 5, ò.å. p3 + p2 + p+ 1 ≤ 6p2 + 7p+ 5. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà
p(p2 − 5p− 6) ≤ 4, êîåòî å âúçìîæíî ñàìî àêî p ≤ 5. Äèðåêòíà ïðîâåðêà íà p = 2, 3 è 5 âîäè

äî ðåøåíèåòî p = 3 (n = 33 = 27).

Ïðè k = 2 èìàìå p2 + p + 1|6p3 − p + 1 = 6p(p2 + p + 1) − 6(p2 + p + 1) − p + 7, îòêúäåòî
p3 + p2 + p + 1|p − 7, ò.å. p3 + p2 + p + 1 ≤ p − 7 (êîåòî î÷åâèäíî å íåâúçìîæíî) èëè p = 7.
Ïîñëåäíîòî äàâà ðåøåíèå n = 72 = 49.

Ïðè k = 1 èìàìå p+1|6p3−p+1 = (6p2−6p+5)(p+1)−4, îòêúäåòî p+1|4, ò.å. p = 3 = n.

Îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 2 ò. çà ðåäóöèðàíå íà ñðàâíåíèåòî äî òðåòà ñòåïåí; 2 ò. çà ñëó÷àÿ k ≥ 4,
ïî 1 ò. çà ñëó÷àèòå k = 3, 2 è 1 (ïîñëåäíèòå äâà ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò äèðåêòíî îò (1)).

Çàäà÷à 10.4.Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ïåðìóòàöèÿ (a1, a2, . . . , a2018) íà ÷èñëàòà (1, 2, . . . , 2018)
ñå íàðè÷à äîáðà, àêî |ai − i| ≤ n çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , 2018. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè

íà n, çà êîèòî áðîÿò íà äîáðèòå ïåðìóòàöèè å íå÷åòåí.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: n = 504 èëè n = 1008. Ùå ðàçãëåäàìå îáùèÿ ñëó÷àé (ò.å. ñ N âìåñòî

2018). Ùå äîêàæåì, ÷å áðîÿò íà äîáðèòå ïåðìóòàöèè å íå÷åòåí òî÷íî êîãàòî 2n + 1 äåëè N
èëè N − 1.

Äà îòáåëåæèì ïúðâî, ÷å àêî åäíà ïåðìóòàöèÿ å äîáðà, òî è îáðàòíàòà è å òàêàâà. Ñëå-

äîâàòåëíî îñòàâà äà ñå èíòåðåñóâàìå îò ÷åòíîñòòà íà äîáðèòå ïåðìóòàöèè, êîèòî ñúâïàäàò ñ

îáðàòíèòå ñè (ùå ãè íàðè÷àìå èíâîëþöèè).

Îáùèÿò áðîé íà èíâîëþöèèòå å íå÷åòåí ñàìî ïðè N = 0 è N = 1 (çàùîòî å ðàâåí íà N !
ìèíóñ áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå, êîèòî íå ñà èíâîëþöèè). Àêî 2 ≤ N ≤ n+ 1 âñÿêà ïåðìóòàöèÿ
å äîáðà è áðîÿò èì å ÷åòíî ÷èñëî.
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Íåêà N > n+1 è äà ðàçãëåäàìå äîáðèòå èíâîëþöèè â çàâèñèìîñò îò äåéñòâèåòî (îãðàíè-

÷åíèåòî èì) âúðõó ìíîæåñòâàòà {n+2, . . . , N}. Çà âñåêè êëàñ T ñ ôèêñèðàíî äåéñòâèå âúðõó

{n+2, . . . , N} äåéñòâèåòî âúðõó {1, 2, . . . , n+1} ñúùî å ôèêñèðàíî. Àêî f(T ) å îãðàíè÷åíèå-
òî íà òåçè èíâîëþöèè âúðõó {1, 2, . . . , n+ 1}, òî |T | å ðàâíî íà áðîÿ íà èíâîëþöèèòå â f(T ).
Ñëåäîâàòåëíî |T | ìîæå äà å íå÷åòíî ñàìî àêî ïîñëåäíèÿò áðîé å íå÷åòåí, ò.å. ðàâåí íà 1.

Ñëåäîâàòåëíî â íàøàòà öÿëà äîáðà èíâîëþöèÿ èìàìå 1 → 1, i → n+ i çà 2 ≤ i ≤ n+ 1.

Ãîðíîòî ñâåæäà çàäà÷àòà îò N êúì N−(2n+1). Çà äà ôèíèøèðàìå â íå÷åòåí áðîé, òðÿáâà
íàêðàÿ N − k(2n+1) äà å ðàâíî íà 0 èëè 1 (k å áðîÿò íà ðåäóêöèèòå), ò.å. 2n+1 äåëè N èëè

N − 1. Ïðè N = 2018 ïîëó÷àâàìå 2n+ 1|2018, ò.å. n = 504 èëè 2n+ 1|2017, ò.å. n = 1008.

Îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà âñÿêà ïåðìóòàöèÿ çàåäíî ñ îáðàòíàòà �è, 1 ò. çà

ñúîáðàæåíèåòî, ÷å áðîÿò íà èíâîëþöèèòå å íå÷åòåí ñàìî ïðè N = 0 è 1, 4 ò. çà ñâåæäàíå íà
çàäà÷àòà îò N êúì N − (2n+ 1), 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

cotg 4x+ cos 2x+
cos2

(
π
4 − x

)
sin 4x

= 0.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå y = π
4 − x è ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

−cotg 4y + sin 2y +
cos2 y

sin 4y
= 0,

êàòî y ̸= kπ/4, k ∈ Z. Ïðåîáðàçóâàìå òîâà óðàâíåíèå äî

4 cos3 2y + 4 cos2 2y − 5 cos 2y − 3 = 0,

êúäåòî ïîëàãàìå cos 2y = u è ïîëó÷àâàìå 4u3 + 4u2 − 5u − 3 = 0. Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå

èìà êîðåíè −3/2, −1/2 è 1. Ïúðâèÿò è òðåòèÿò íå äàâàò ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, à îò âòîðèÿ

ïîëó÷àâàìå 2y = ±2π
3 + 2kπ, k ∈ Z. Çàìåñòâàéêè îáðàòíî y ñ π

4 − x, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî
x = − π

12 + kπ, x = 7π
12 +mπ, k,m ∈ Z.

Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 3 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíåíèå îòíîñíî cos 2y, 1 ò. çà ðåøàâàíåòî ìó,
2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.2. Íåêà AM å ìåäèàíà â íåðàâíîñòðàííèÿ òðèúãúëíèê ABC, òî÷êàòà O å

öåíòúð íà îïèñàíàòà îêîëî íåãî îêðúæíîñò è òî÷êàòà G å ìåäèöåíòúð íà òðèúãúëíèêà AMC.
Äà ñå äîêàæå, ÷å OG ⊥ AM òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî CA = CB.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Íåêà N è K ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå AC è AB, ñúîòâåòíî, à òî÷êàòà
T å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà KO è AM . ßñíî å, ÷å G ∈ NM è NG : GM = 1 : 2 è òî÷êàòà O å

îðòîöåíòúð íà òðèúãúëíèêà MNK. Íåêà ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà AM è KN å S. Òî÷êàòà S å

ñðåäà íà îòñå÷êàòà KN , ò. å. MS å ìåäèàíà çà òðèúãúëíèêà MNK (AKMN å óñïîðåäíèê).

Èìàìå, ÷å OG ⊥ AM òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî÷êàòà T å îðòîöåíòúð íà òðèúãúëíèêà

GOM . Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà GT ⊥ OM èëè íà GT ∥ NK. Òîâà å âÿðíî òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî MT : TS = 2 : 1 èëè êîãàòî òî÷êàòà T å ìåäèöåíòúð íà òðèúãúëíèêà

MNK. Òàêà OG ⊥ AM å èçïúëíåíî, ñàìî àêî ìåäèöåíòúðúò T íà òðèúãúëíèêà MNK ëåæè

íà âèñî÷èíàòà ìó KO èëè êîãàòî KN = KM , êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà CA = CB.
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Âòîðè íà÷èí. Íåêà â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ åäèíè÷íè âåêòîðè
→
e1 è

→
e2 âúð-

õîâåòå íà òðèúãúëíèêà ñà A(0, 0), B(a, 0) è C(b, c). Òîãàâà
−→
AG= a+3b

6

→
e1 + c

2

→
e2 è

−→
AO= a

2

→
e1

+ b2+c2−ab
2c

→
e2, îòêúäåòî

−→
OG=

−→
AG −

−→
AO= 3b−2a

6

→
e1 +ab−b2

2c

→
e2. Îñâåí òîâà

−→
AM= a+b

2

→
e1 + c

2

→
e2.

Ñëåäîâàòåëíî
−→
AM ·

−→
OG=

(3b− 2a)(a+ b) + 3(ab− b2)

12
=

2ab− b2

6
,

îòêúäåòî
−→
AM ·

−→
OG= 0 ⇐⇒ a = 2b ⇐⇒ AC = BC.

Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 òî÷êà çà NG : GM , 2 òî÷êè çà T å îðòîöåíòúð íà GOM , 2 òî÷êè çà

ìåäèöåíòúð íà MNK, 2 òî÷êè òîâà, ÷å T ëåæè KO è 1 òî÷êà çà CA = CB.

Çàäà÷à 11.3. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî è X å íèç îò íóëè è åäèíèöè ñ äúëæèíà n.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å áðîÿò íà íèçîâåòå îò íóëè è åäèíèöè, ñ äúëæèíà n + 3, ñúäúðæàùè
X êàòî ïîäíèç, íå çàâèñè îò X.

á) Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî áðîÿò îò à) å ïî-ãîëÿì îò 2018.

(Êàçâàìå, ÷å X å ïîäíèç íà Y , àêî X ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò Y ÷ðåç èçòðèâàíå íà ñèìâîëè

íà Y .)

Ðåøåíèå. à) Íåêà t ≥ 0 å öÿëî ÷èñëî. Äà îçíà÷èì ñ At(X) ìíîæåñòâîòî îò íèçîâåòå, ïîëó÷åíè
îò íèçàX = x1x2 . . . xn ñ âìúêâàíå íà t ñèìâîëà. Ùå äîêàæåì èíäóêöèÿ ïî n è t, ÷å ìîùíîñòòà
íà At(X) íå çàâèñè îò X. Î÷åâèäíî èìàìå |A0(X)| = 1 è |At(X)| = 2t, êîãàòî n = 0 (ò.å. X
å ïðàçíèÿò íèç). Ñåãà, àêî äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñè÷êè íèçîâå X ñ äúëæèíà

äî n− 1 è âñè÷êè t, êàêòî è çà âñè÷êè íèçîâå ñ äúëæèíà n è âñè÷êè ÷èñëà äî t− 1, æåëàíîòî
ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å At(X) å îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâàòà x1At(x2 . . . xn) è x1At−1(x1x2 . . . xn),
êúäåòî x1 = 1(0), àêî x1 = 0(1). Äåéñòâèòåëíî, òúé êàòî äâåòå ìíîæåñòâà ñà íåïðåñè÷àùè ñå,
èìàìå

|At(X)| = |At(x2 . . . xn)|+ |At−1(x1x2 . . . xn)|

è ñúáèðàåìèòå îòäÿñíî íå çàâèñÿò îò X ïî èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå.

á) Òúé êàòî áðîÿò íà íèçîâåòå Y ñ i åäèíèöè è n+ t− i íóëè, 0 ≤ i ≤ t, å
(
n+t
i

)
, èìàìå

|At(0 . . . 0)| =
t∑

i=0

(
n+ t

i

)
(íóëèòå ñà n íà áðîé). Â íàøàòà çàäà÷à t = 3 è ñëåäîâàòåëíî òúðñèì íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî(

n+ 3

0

)
+

(
n+ 3

1

)
+

(
n+ 3

2

)
+

(
n+ 3

3

)
> 2018.

Ëÿâàòà ñòðàíà å ñòðîãî ðàñòÿùà è äèðåêòíî ñå âèæäà, ÷å n = 20.

Îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 2 ò. çà íàìèðàíå íà ðåêóðåíòíàòà âðúçêà, 2 ò. çà çàâúðøâàíå íà à), 2 ò.

çà íàìèðàíå íà ôîðìóëà çà áðîÿ íà íèçîâåòå Y ñ äúëæèíà n+ 3, 1 ò. çà íàìèðàíå íà n = 20.

Çàäà÷à 11.4. Ïúðâîíà÷àëíî åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñà íàïèñàíè â ðåäèöàòà 1, 2, 3, . . . . Ïîñëå-
äîâàòåëíî èçòðèâàìå îò ðåäèöàòà ïúðâèòå 4 ÷èñëà è òÿõíàòà ñóìà. ×èñëàòà, êîèòî ïîëó÷àâàìå
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êàòî ñóìè, çàïèñâàìå â íîâà ðåäèöà: 10, 26, 45, 62, . . . . Äà ñå äîêàæå, ÷å â íîâàòà ðåäèöà èìà
áåçáðîéíî ìíîãî ÷èñëà, êîèòî ñå äåëÿò íà 2018.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì íîâàòà ðåäèöà ñ {Sn}∞n=1. Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å îò ìíîæåñòâîòî

{1, 2, . . . , 17k}, k = 1, 2 . . . , ñìå çàäðàñêàëè êàòî ñóìè Sn = 17(n−1)+dn, n = 1, 2, . . . k, êúäåòî
dn ∈ {9, 10, 11, 12} è

dn =


10, àêî n ≡ 1 (mod 4)

9, àêî n ≡ 2 (mod 4)

21− dn+1
4
, àêî n ≡ 3 (mod 4)

11, àêî n ≡ 4 (mod 4)

Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k = 1. Íåêà å âÿðíî çà k. Ùå ãî äîêàæåì çà k + 1. Îò èíäóêöè-
îííîòî ïðåäïîëîæåíèå èìàìå, ÷å çà n = 1, 2, . . . k îò ÷èñëàòà 17(n− 1) + 1, 17(n− 1) + 2, . . . ,
17(n− 1) + 17 ñìå çàäðàñêàëè Sn êàòî ñóìà, à îñòàíàëèòå ïî ÷åòâîðêè, íà êîèòî ñìå òúðñèëè

ñóìàòà. Îñâåí òîâà, ïúðâèòå, âòîðèòå è ïîñëåäíèòå 4 ÷èñëà íè äàâàò ñóìèòå 4.17(n−1)+10 =
17[(4n− 3)− 1]+10, 4.17(n− 1)+26 = 17[(4n− 2)− 1]+9 è 4.17(n− 1)+62 = 17[(4n)− 1]+11.
Îò ÷èñëàòà 17(n− 1)+9, 17(n− 1)+10, 17(n− 1)+11, 17(n− 1)+12 è 17(n− 1)+13 åäíîòî å
Sn, à ñóìàòà íà îñòàíàëèòå å 5.17(n− 1)+ 55−Sn = 17[(4n− 1)− 1]+ (21− dn). Ñëåäîâàòåëíî
îò 17(n − 1) + 1, 17(n − 1) + 2, . . . , 17(n − 1) + 17 ïîëó÷àâàìå êàòî ñóìè ñàìî ÷èñëà îò âèäà

17[(4n− a)− 1] + b, êúäåòî a = 3, 2, 1 èëè 0, à b = 10, 9, 21− dn èëè 11, ñúîòâåòíî.

Íåêà k + 1 = 4q + r = 4(q + 1)− (4− r), r = 1, 2, 3, 4. Òîãàâà Sk+1 = 17[(4n− a)− 1] + b,
êúäåòî n = q + 1, a = 4− r, à b ñå îïðåäåëÿ îò a. Çà r = 3, a = 1 è b = 21− dq+1 = 21− d k+2

4
.

Ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Îò 17.831 ≡ 1 (mod 2018) ñëåäâà, ÷å 2018 | Sn = 17(n−1)+dn ñå ñëó÷âà ïðè n ≡ 1−831dn
(mod 2018), ò.å. ïðè n ≡ 594, 1781, 943, 119 (mod 2018).

Îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 5 òî÷êè çà ôîðìóëàòà çà dn è 2 òî÷êè çà äîâúðøâàíå íà çàäà÷àòà

Çàäà÷à 12.1. Ñúùåñòâóâàò ëè ðåàëíè ÷èñëà x è y, çà êîèòî

2 sinx+ 2 sin y = 12 sin(x+ y) + 15 ?

Ðåøåíèå. Àêî s =
x+ y

2
è f(s) = | sin s| − 3 sin 2s, òî

(1) A(x, y) := 2 sinx+ 2 sin y − 12 sin z = 4 sin
x+ y

2
cos

x− y

2
− 12 sin(x+ y) ≤ 4f(s).

Ïðè t ∈ (0, π) èìàìå, ÷å

(2) f ′(t) = cos t− 6 cos 2t = cos t− 6(2 cos2 t− 1) = −12(cos t− 3/4)(cos t+ 2/3).

Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî t0 ∈ (0, π), çà êîåòî cos t0 = −2/3. Òîãàâà sin t0 =
√
5/3 =: c. Ïîíåæå

f(z) = f(z+π), ëåñíî íàìèðàìå, ÷å (3)max f = f(t0) = 5c.Îòòóê (4) A ≤ 20c < 15 (ïîñëåäíîòî
ñëåäâà ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò) è çíà÷è îòãîâîðúò e íå.

Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 2 ò. çà (1), 1 ò. çà (2), 2 ò. çà (3) è 1 ò. çà (4).
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Çàäà÷à 12.2. Íåêà ABCD å èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê, çà êîéòî

AC2

SACD
=

AB2

SABD
+

BC2

SBCD
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å òîé å âïèñàí â îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ D′ ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ëú÷à BD è îïèñàíàòà îêðúæíîñò k(O,R)
îêîëî △ABC. Íåêà ha, hb, hc (h

′
a, h

′
b, h

′
c) ñà äúëæèíèòå íà ïåðïåíäèêóëÿðèòå îò D (D′) êúì

ñúîòâåòíèòå ñòðàíè íà △ABC. Ïîëàãàìå

f(D) =
b

hb
− c

hc
− a

ha
.

Èìàìå, ÷å

(1)
h′b
hb

=
D′E

DE
=: m, (2)

h′c
hc

=
D′B

DB
=

h′a
ha

=: n,

êúäåòî E = AC∩BD. Î÷åâèäíîm > n (m < n) àêîD ëåæè âúâ âúòðåøíîñòòà ki (âúíøíîñòòà
ke) íà k. Ñëåäîâàòåëíî (3) f(D) > mf(D′), àêî D ∈ ki, è (4) f(D) < mf(D′), àêî D ∈ ke. Îò
äðóãà ñòðàíà, àêî a′ = AD, b′ = BD, c′ = CD, òî

(5) f(D′) = 4R

(
b

a′c′
− c

a′b′
− a

b′c′

)
= 4R

bb′ − cc′ − aa′

a′b′c′
= 0

ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Ïòîëåìåé. Çíà÷è f(D) = 0 ñàìî êîãàòî D ∈ k.

Îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) Ïî 1 ò. çà (1), (2), (3), (4) è 2 ò. çà (5).

Çàäà÷à 12.3. Äàäåíè ñà ðåàëíè ÷èñëà a1 ≤ a2 ≤ a3. Äà ñå äîêàæå, ÷å íåðàâåíñòâîòî

x21 + x22 + x23 ≥ 2(a1x2x3 + a2x3x1 + a3x1x2)

å èçïúëåíåíî çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà x1, x2, x3 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò
÷èñëà θ1, θ2, θ3 ∈ [0, π] òàêèâà, ÷å |π − θ1 − θ2| ≤ θ3 è a1 = cos θ1, a2 = cos θ2, a3 = cos θ3.

Ðåøåíèå. Ðàçãëåæäàéêè äàäåíîòî íåðàâåíñòâî êàòî êâàäðàòíî ñïðÿìî x3, óñëîâèåòî å åê-

âèâàëåíòíî íà

D1 = (a1x2 + a2x1)
2 + 2a3x1x2 − x21 − x22 ≤ 0 ⇔

(1− a21)x
2
2 + (1− a22)x

2
1 − 2(a1a2 + a3)x1x2 ≥ 0 ⇔

|a1| ≤ 1 & (a1a2 + a3)
3 − (1− a21)(1− a22) ≤ 0 ⇔

|a1| ≤ 1 & (1) a21 + a22 + a23 + 2a1a2a3 ≤ 1.

Ïî ñèìåòðèÿ |a2| ≤ 1, |a3| ≤ 1 è çíà÷è ìîæåì äà ïîëîæèì a1 = cos θ1, a2 = cos θ2, a3 = cos θ3,
êúäåòî 0 ≤ θ3 ≤ θ2 ≤ θ1 ≤ π. Òîãàâà

(1) ⇔ −a1a2 −
√

(1− a21)(1− a22) ≤ a3 ≤ −a1a2 +
√

(1− a21)(1− a22) ⇔

(2) cos(π − θ1 + θ2) ≤ cos θ3 ≤ cos(π − θ1 − θ2).
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Ïîíåæå π − θ1 + θ2, |π − θ1 − θ2| ∈ [0, π], òî

(2) ⇔ |π − θ1 − θ2| ≤ θ3 ≤ π − θ1 + θ2.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å àâòîìàòè÷íî èçïúëíåíî è ñëåäîâàòåëíî

(2) ⇔ |π − θ1 − θ2| ≤ θ3.

Îöåíÿâàíå: 1 ò. çà |ai| ≤ 1, 2 ò. çà (1), 2 ò. çà (2) è 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî. 4 ò.,

àêî å äîêàçàíà ñàìî åäíà îò ïîñîêèòå íà òâúðäåíèåòî.

Çàäà÷à 12.4. Âæ. Çàäà÷à 11.4.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1, 8.2, 8.3 � Èâàí Òîíîâ, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ, 9.1, 9.4

� Åìèë Êîëåâ, 9.2 � Äèàíà Äàíîâà, 9.3 � Âàñèë Âàñèëåâ è Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, 10.1, 10.4 �

Àëåêñàíäúð Èâàíîâ, 10.2, 11.2, 11.4(12.4) � Àñåí Áîæèëîâ, 10.3 � Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, 11.1,

11.3 � Èâàí Ëàíäæåâ, 12.1, 12.2, 12.3 � Íèêîëàé Íèêîëîâ.
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