
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

×åòâúðòè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Òî÷êèòå M è N ñà îò ñòðàíàòà BC íà òðèúãúëíèêà ABC, êàòî BM = CN

è M å ìåæäó B è N . Òî÷êèòå P ∈ AN è Q ∈ AM ñà òàêèâà, ÷å <) PMC =<) MAB è

<) QNB =<) NAC. Äà ñå äîêàæå, ÷å <) QBC =<) PCB.

�åøåíèå. Íåêà A′
è P ′

ñà ñèìåòðè÷íèòå òî÷êè íà A è P îòíîñíî ñèìåòðàëàòà íà BC.

Îçíà÷àâàìå X = NQ ∩A′B è Y = NP ′ ∩AB. Îò ñèìåòðèÿòà èìàìå P ′ ∈ A′M .

Òúé êàòî AA′MN å ðàâíîáåäðåí òðàïåö, òî òî÷êèòå A,A′,M,N ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Îò äðóãà ñòðàíà, <) XNM =<) NAC =<) XA′M è çíà÷è A′, X,M,N ñúùî ëåæàò íà åäíà

îêðúæíîñò. Àíàëîãè÷íî A, Y , N è M ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå

A, A′
, M , N , X è Y ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Òîãàâà îò òåîðåìàòà íà Ïàñêàë ïîëó÷àâàìå

P ′ ∈ BQ è ñëåäîâàòåëíî <) QBC =<) P ′BC =<) PCB.

Çàäà÷à 2. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Ïúðâîíà÷àëíî êëåòêèòå íà òàáëèöà 2n × 2n ñà

áåëè. Äâàìà èãðà÷è A è B èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà. Ïúðâî A îöâåòÿâà m îò êëåòêèòå â

÷åðâåíî. Ñëåä òîâà B èçáèðà n ðåäà è n êîëîíè è îöâåòÿâà ïîëåòàòà îò òÿõ â ÷åðíî.

Ïå÷åëè A òî÷íî êîãàòî îñòàíå ïîíå åäíî ÷åðâåíî ïîëå. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà

ñòîéíîñò íà m, ïðè êîÿòî A ìîæå äà ñïå÷åëè áåç çíà÷åíèå êàê B èãðàå.

Îòãîâîð: 3n + 1. Íåêà ïúðâî m ≤ 3n. Òîãàâà B èçáèðà ïúðâî äà îöâåòè n-òå ðåäà ñ

íàé-ãîëÿì áðîé ÷åðâåíè êëåòêè. Àêî äîïóñíåì, ÷å îñòàâàò ïîíå n + 1 ÷åðâåíè êëåòêè,

òî ïîíå åäèí îò íåîöâåòåíèòå â ÷åðíî ðåäîâå ñúäúðæà ïîíå 2 ÷åðâåíè êëåòêè. Òîãàâà îò

ìàêñèìàëíîñòòà èìàìå, ÷å âñåêè ÷åðåí ðåä ñúäúðæà ïîíå 2 ÷åðíè êëåòêè è çíà÷è áðîÿò

íà ïî÷åðíåëèòå ÷åðâåíè êëåòêè å ïîíå 2n. Íî òîãàâà îñòàâàò íàé-ìíîãî n ÷åðâåíè êëåòêè

(êîèòî íå ñà â ÷åðíî), ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî îñòàâàò íàé-ìíîãî n ÷åðâåíè êëåòêè

è å äîñòàòú÷íî B äà èçáåðå òåõíèòå êîëîíè (òîâà å âúçìîæíî, òúé êàòî èìà ïðàâî íà n

êîëîíè).

Ñåãà íåêà m = 3n+ 1. Òîãàâà A ïå÷åëè êàòî îöâåòè êëåòêèòå ñ êîîðäèíàòè:

(1, 1); (i, i+ 1) çà 1 ≤ i ≤ n; (i+ 1, i) çà 1 ≤ i ≤ n; (j, j) çà n + 1 ≤ j ≤ 2n

Íàèñòèíà, äà äîïóñíåì, ÷å B ìîæå äà îöâåòè âñè÷êèòå â ÷åðíî. Êëåòêèòå (j, j), n +
2 ≤ j ≤ 2n ñà íåïðåìåííî îöâåòåíè ÷ðåç n − 1 ðàçëè÷íè ëèíèè (ðåäîâå èëè êîëîíè),

êîèòî íå ñúäúðæàò äðóãè ÷åðâåíè ïîëåòà è çíà÷è îñòàíàëèòå 2n + 2 ïîëåòà òðÿáâà äà ñå

ïðåîöâåòÿò â ÷åðíî ÷ðåç îñòàâàùèòå n+1 ëèíèè. Òúé êàòî íèêîÿ ëèíèÿ íå ñúäúðæà ïîâå÷å
îò äâå ÷åðâåíè ïîëåòà, òðÿáâà âñÿêî ÷åðâåíî ïîëå äà ïðèíàäëåæè íà òî÷íî åäíà îò òåçè

ëèíèè. Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà (1, 1) å ïðåîöâåòåíà â ÷åðíî ÷ðåç ðåä. Íåêà k å íàé-ìàëêîòî

åñòåñòâåíî ÷èñëî òàêîâà, ÷å ðåäúò k, 2 ≤ k ≤ n+1 íå å ÷åðåí (òàêîâà èìà, èíà÷å ùå èìàìå

îáùî ïîíå n+1 ÷åðíè ðåäà, ïðîòèâîðå÷èå). Òîãàâà ïîëåòî (k, k−1) òðÿáâà äà áúäå â ÷åðíî
÷ðåç êîëîíà k − 1. Íî â òàçè êîëîíà èìà äðóãî ÷åðâåíî ïîëå (j, k − 1), êîåòî ïðèíàäëåæè
íà ÷åðíèÿ ðåä ñ íîìåð j < k, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ìèíèìàëíîñòòà íà k.

Çàäà÷à 3. Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n > 1 å òàêîâà, ÷å èìà åñòåñòâåíî ÷èñëî a è ïðîñòî ÷èñëî

q, êîèòî èçïúëíÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ:
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• q äåëè n− 1 è q >
√
n− 1

• n äåëè an−1 − 1

• ÍÎÄ(a
n−1

q − 1, n) = 1.

Âúçìîæíî ëè å n äà å ñúñòàâíî ÷èñëî?

�åøåíèå. Íå! Äà äîïóñíåì, ÷å å âúçìîæíî è íåêà p å ïðîñò äåëèòåë íà n, çà êîéòî

p ≤ √
n. Îò ïúðâîòî óñëîâèå ñëåäâà q >

√
n − 1 ≥ p− 1 è ïîíåæå q å ïðîñòî, ïîëó÷àâàìå

ÍÎÄ(q, p − 1) = 1. Òàêà îò òåîðåìàòà íà Áåçó ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà x è k (â ñëó÷àÿ

ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ñà åñòåñòâåíè), çà êîèòî qx = (p−1)k+1. Òúé êàòî p äåëè n, âòîðîòî

óñëîâèå äàâà an−1 ≡ 1 (mod p), îòêúäåòî

1 ≡ (an−1)x ≡ (a
n−1

q )qx ≡ (a
n−1

q )(p−1)k+1 ≡ ((a
n−1

q )k)p−1.a
n−1

q ≡ a
n−1

q (mod p)

(çà ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå èçïîëçâàõìå òåîðåìàòà íà Ôåðìà). Ñëåäîâàòåëíî p å îáù ïðîñò

äåëèòåë íà a
n−1

q − 1 è n, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà òðåòîòî óñëîâèå.

Çàäà÷à 4. Âÿðíî ëè å, ÷å çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p ñúùåñòâóâàò íåêîíñòàíòíè ïîëèíîìè

P è Q íà ïðîìåíëèâàòà x è ñ öåëè êîå�èöèåíòè, çà êîèòî îñòàòúêúò ïðè äåëåíèå íà p íà

êîå�èöèåíòà ïðåä xn
â íîðìàëíèÿ âèä íà ïðîèçâåäåíèåòî PQ å 1 çà n = 0 è n = 4; p− 1

çà n = 2 è å 0 çà âñÿêî äðóãî n ≥ 0?

�åøåíèå. Äà! Ïðè p = 2 è p = 3 å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì ñúîòâåòíî P = Q = x2 + x + 1
è P = Q = x2 + 1. Íåêà p ≥ 5. Ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà −1, −3 è 3 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî

ìîäóë p (èíà÷å ïðîèçâåäåíèåòî èì, êîåòî å 9, áè áèëî êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê). Àêî s2 ≡ −1
(mod p) çà íÿêîå s, ïîëó÷àâàìå (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p) x4 − x2 + 1 = (x2 − 1)2 − s2x2 =
(x2 − sx − 1)(x2 + sx − 1). Àêî s2 ≡ 3 (mod p) çà íÿêîå s, òî (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p)

x4 − x2 + 1 = (x2 + 1)2 − s2x2 = (x2 − sx + 1)(x2 + sx + 1). Àêî s2 ≡ −3 (mod p) çà íÿêîå

s, òî (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p) 4(x4 − x2 + 1) = (2x2 − 1)2 − s2 = (2x2 − s− 1)(2x2 + s− 1) è
óìíîæàâàéêè äâåòå ñòðàíè ïî ÷èñëî t, çà êîåòî 4t ≡ 1 (mod p) (òàêîâà èìà ïî òåîðåìàòà

íà Áåçó), ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî.

Çàäà÷à 5. Íåíàìàëÿâàùèòå �óíêöèè f, g : R → R ñà òàêèâà, ÷å f(r) ≤ g(r) çà âñÿêî

ðàöèîíàëíî ÷èñëî r. Âÿðíî ëè å, ÷å f(x) ≤ g(x) çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x?

�åøåíèå. Íå! Èçáèðàìå f(x) = 1 çà x ≥
√
3 è 0 èíà÷å; g(x) = 1 çà x >

√
3 è 0 èíà÷å.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè �óíêöèè f : N0 → N0, òàêèâà ÷å çà âñåêè äâå x, y ∈ N0 å

èçïúëíåíî

xf(y) + yf(x) = (x+ y)f(x2 + y2)

(Ñ N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} ñå îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà.)

�åøåíèå. Ïðè x = 0 è y 6= 0 ïîëó÷àâàìå yf(0) = yf(y2), ò.å. f(y2) = f(0). Çàìåñòâàéêè
y 6= 0 ñ y2 â äàäåíîòî, ïîëó÷àâàìå xf(0) + y2f(x) = (x+ y2)f(x2 + y4), ò.å. x(f(0)− f(x)) +
(x+ y2)f(x) = (x+ y2)f(x2 + y4). Òàêà çà �èêñèðàíî x, x(f(0)− f(x)) ñå äåëè íà x+ y2 çà

âñÿêî y 6= 0 (âïðî÷åì, î÷åâèäíî è çà y = 0) è â ÷àñòíîñò èìà áåçáðîéíî ìíîãî äåëèòåëè.

Ïîñëåäíîòî å âúçìîæíî ñàìî êîãàòî òî å 0, ò.å. f(x) = f(0) çà âñÿêî x. Îáðàòíî, ÿñíî å,

÷å âñÿêà êîíñòàíòíà �óíêöèÿ å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
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Çàäà÷à 7. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. �ðà�úò G å ñ 10n âúðõà. Òåçè âúðõîâå ñà ðàçäåëåíè

íà 10 ãðóïè îò ïî n âúðõà è ìåæäó äâà âúðõà â G èìà ðåáðî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà

â ðàçëè÷íè ãðóïè. Êîëêî íàé-ìíîãî ðåáðà ìîæå äà èìà ïîäãðà� íà G, êîéòî íå ñúäúðæà

ïúëåí ãðà� ñ 4 âúðõà?

Îòãîâîð: 33n2
. Äà îçíà÷èì âúðõîâåòå â i-òàòà ãðóïà ñ Ai

1, A
i
2, . . ., A

i
n. Âñÿêî ðåáðî íà G

å â òî÷íî n8
êîïèÿ íà ïúëíèÿ ãðà� ñ 10 âúðõà, ñúäúðæàùè ñå â G. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò

ðåáðà íà ïîäãðà� ìîæåì äà çàïèøåì êàòî

∑
j1,j2,...,j10

∑
k1,k2

(1
A

k1
jk1

A
k2
jk2

∈E(G)
)

n8

êúäåòî 1xy∈E(G) = 1 àêî xy å ðåáðî è 0 èíà÷å. Çà ïîäãðà�, íåñúäúðæàù K4, âñÿêî îò

ñúáèðàåìèòå íà âúíøíàòà ñóìà â ÷èñëèòåëÿ å íàé-ìíîãî 33 (ïîíåæå ìàêñèìàëíèÿ ïîäãðà�
íàK10, áåç êîïèÿ íàK4, èìà 33 ðåáðà ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Òóðàí). Áðîÿò íà ñúáèðàåìèòå
å n10

è òàêà ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

33n10

n8 = 33n2
. Ïðèìåðúò ñå êîíñòðóèðà àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 8. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Òî÷êàòà D îò îïèñàíàòà ìó îêðúæíîñò k å òàêàâà,

÷å CD å ñèìåäèàíà â △ABC (ò.å. <) BCD =<) ACM , êúäåòî M å ñðåäàòà íà AB). Íåêà

X è Y ñà îò ëú÷èòå CB è CA, êàòî CX = 2CA è CY = 2CB. Äà ñå äîêàæå, ÷å îêðúæ-

íîñòòà, äîïèðàùà ñå âúíøíî äî k è äî ïðàâèòå CA è CB, ñå äîïèðà äî îïèñàíàòà îêîëî

òðèúãúëíèêà XDY îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Ïðè êîìïîçèöèÿ íà èíâåðñèÿ ñ öåíòúð C è ðàäèóñ

√
CA.CB è ñèìåòðèÿ îòíîñíî

úãëîïîëîâÿùàòà íà <) ACB òî÷êèòå X è Y îòèâàò â ñðåäèòå M è N íà AC è BC, à D

îòèâà â ñðåäàòà íà AB. Îêðúæíîñòòà, äîïèðàùà ñå âúíøíî äî k è ïðàâèòå CA è CB,

îòèâà âúâ âïèñàíàòà çà △ABC. Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ñëó÷àÿ íà òåîðåìàòà

íà Ôîéåðáàõ çà äîïèðàíåòî íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è îêðúæíîñòòà íà Îéëåð çà △ABC.
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