
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

×åòâúðòè êðúã, Òåìà çà 6 � 7 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå áðîÿ íà íàðåäåíèòå äâîéêè äâóöè�ðåíè ÷èñëà (m;n), çà êîèòî å

èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

ÍÎÄ(m+ 1, n+ 1) = 10.ÍÎÄ(m,n).

�åøåíèå. Òúé êàòî 10 äåëè ÍÎÄ(m+ 1, n + 1), òî 10 äåëè n + 1 è m + 1. Ñëåäîâàòåëíî
m è n ñà ñðåä ÷èñëàòà 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

1) Íåêà ïúðâî m è n íå ñà âçàèìíîïðîñòè. Òîâà ñà äâîéêèòå (39, 69) (39, 99), (69, 99) è
îáðàòíî; ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òå íå ñà ðåøåíèÿ.

2) Àêî m è n ñà âçàèìíîïðîñòè, òî ÍÎÄ(m+1, n+1) = 10. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å a =
m+ 1

10

è b =
n+ 1

10
ñà âçàèìíîïðîñòè. Túé êàòî a è b ñà îò ìíîæåñòâîòî 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

ëåñíî îïðåäåëÿìå òúðñåíèòå (íåíàðåäåíè) äâîéêè:

(2,3), (2, 5), (2, 7), (2, 9), (3, 4), (3, 5), (3, 7), (3, 8), (3, 10), (4, 5), (4, 7),

(4, 9), (5, 6), (5, 7), (5, 8), (5, 9), (6, 7), (7, 8), (7, 9), (7, 10), (8, 9), (9, 10)

Îò 1) îòïàäàò äâîéêèòå (4,7) è (7, 10). Îñòàâàò 20 íåíàðåäåíè äâîéêè, ò.å. òúðñåíèòå

íàðåäåíè äâîéêè ñà 40.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å ïðàâèëåí øåñòîúãúëíèê ABCDEF . Òî÷êàòà M îò ñòðàíàòà AB å

òàêàâà, ÷å AM =
1

2
AB; òî÷êàòà L îò ñòðàíàòà CD å òàêàâà, ÷å CL =

1

3
CD; òî÷êàòà K îò

ñòðàíàòà EF å òàêàâà, ÷å EK =
1

4
EF .

b
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b
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b
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b
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b L

b

b
K

b

b

à) Àêî ëèöåòî íà øåñòîúãúëíèêà å 720, äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà KLM .
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á) Îòñå÷êèòå KL, LM è MK ðàçäåëÿò øåñòîúãúëíèêà íà ÷åòèðè �èãóðè. Ëèöåòî íà

åäíà îò ÷åòèðèòå �èãóðè å ñ 10% ïî-ãîëÿìî îò îáùîòî ëèöå íà äðóãè äâå, à ÷åòâúðòà èìà

ëèöå 1430. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà øåñòîúãúëíèêà.

�åøåíèå. Äà ïðîäúëæèì òðè ñòðàíè íà øåñòîúãúëíèêà òàêà, êàêòî å ïîêàçàíî íà ÷åð-

òåæà, è äà ïîñòðîèì ãîëåìèòå äèàãîíàëè íà øåñòîúãúëíèêà. Òå ãî ðàçäåëÿò íà 6 åäíàêâè

ðàâíîñòðàííè òðèúãúëíèêà; àêî òÿõíîòî ëèöå å s, ëèöåòî íà øåñòîúãúëíèêà å S = 6s, à
ëèöåòî íà ðàâíîñòðàííèÿ òðèúãúëíèê JHG å S⋆ = 9s.

b
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Ïîñëåäîâàòåëíî èçðàçÿâàìå:

SJMK =
7

12
·
1

2
S⋆ =

21

8
s, SMGL =

4

9
·
1

2
S⋆ = 2s, SKLH =

5

12
·
5

9
S⋆ =

25

12
s,

SKLM = 9s−

(

21

8
s+ 2s+

25

12
s

)

=
55

24
s.

à) Àêî 6s = 720, òî s = 120 è SKLM = 275.

á) ×åòèðèòå ÷àñòè, íà êîèòî å ðàçäåëåí øåñòîúãúëíèêà, èìàò ëèöà

55

24
s,

13

12
s, s è

13

8
s.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

55

24
s å ñ 10% ïî-ãîëÿìî îò

13

12
s + s =

50

24
s, ñëåäîâàòåëíî

13

8
s = 1430.

Îòòóê s = 110 è ëèöåòî íà øåñòîúãúëíèêà å 660.

Çàäà÷à 3. Êðàé áðåãîâåòå íà Áàõðåéí âîäîëàçèòå Áîá, Äæàê è Óèë ñå ãìóðêàëè çà ïåðëè.

Â êðàÿ íà äåíÿ âñåêè ïðåáðîèë ñâîÿ óëîâ è ïðîâåëè ñëåäíèÿ ðàçãîâîð:

Áîá: Àêî Äæàê ìè äàäå åäíà îò ñâîèòå ïåðëè, ùå èìàì ñ 20% ïîâå÷å ïåðëè îò Óèë.

Äæàê: Àêî Óèë ìè äàäå åäíà îò ñâîèòå ïåðëè, òîãàâà

2

3
îò ìîèòå ïåðëè ùå ñà êîëêîòî

3

4
îò íåãîâèòå.

Óèë: Áðîÿò íà îáùèÿ íè óëîâ å òðèöè�ðåíî îãëåäàëíî ÷èñëî.

Ïî êîëêî ìîíåòè å ñúáðàë âñåêè îò òðèìàòà âîäîëàçè?

�åøåíèå. Áðîÿò íà ïåðëèòå íà Óèë ñå äåëè íà 5; íåêà å 5k. Òîãàâà Áîá èìà 120%.5k−1 =
6k − 1 ïåðëè.
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Àêî Äæàê èìà x ïåðëè, òî

2

3
(x + 1) =

3

4
(5k − 1). Îòòóê 8x = 45k − 17 è 45k − 17 ñå

äåëè íà 8, ò.å. 3k + 1 ñå äåëè íà 8. Ñëåäîâàòåëíî k äàâà îñòàòúê 5 ïðè äåëåíèå íà 8, ò.å.

k = 8l+5. Òîãàâà Äæàê èìà x = 45l+26 ïåðëè, Óèë èìà 40l+25 ïåðëè, à Áîá èìà 48l+29
ïåðëè.

Îáùèÿò áðîé íà ïåðëèòå å 133l+80 è å òðèöè�ðåíî îãëåäàëíî ÷èñëî ïðè l = 6; òîãàâà
å 878.

Ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî 296, 265, 317 ïåðëè çà òðèìàòà.

Çàäà÷à 4. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå íàðåäÿò áóêâèòå À, È, Î, Ï, Ê, �, Ñ

òàêà, ÷å â ðåäèöàòà äà íå ñå ñðåùà ïîäðåäèöà ÀÑÎ, ÊÀ�Î èëè ÏÈÊÀ?

�åøåíèå. Ñåäåìòå áóêâè ìîãàò äà ñå ïîäðåäÿò ïî 7! íà÷èíà.
�åäèöèòå, â êîèòî ñå ñðåùà ïîäðåäèöà ÀÑÎ, ñå ïîëó÷àâàò ïðè ðàçìåñòâàíå íà ÀÑÎ,

È, Ï, Ê, � è ñà 5!.
�åäèöèòå, â êîèòî ñå ñðåùà ïîäðåäèöà ÏÈÊÀ, ñå ïîëó÷àâàò ïðè ðàçìåñòâàíå íà ÏÈÊÀ,

Ñ, Î, � è ñà 4!.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí, ðåäèöèòå, â êîèòî ñå ñðåùà ÊÀ�Î, ñà 4!.
�åäèöèòå, â êîèòî ñå ñðåùàò ÀÑÎ è ÏÈÊÀ, ñå ïîëó÷àâàò ïðè ðàçìåñòâàíå íà ÏÈÊÀÑÎ

è � è ñà 2.

�åäèöèòå, â êîèòî ñå ñðåùàò ÊÀ�Î è ÏÈÊÀ, ñå ïîëó÷àâàò ïðè ðàçìåñòâàíå íà ÏÈÊÀ-

�Î è Ñ è ñà 2.

Íÿìà ðåäèöè, â êîèòî ñå ñðåùàò ÊÀ�Î è ÀÑÎ.

Òúðñåíèÿò áðîé å 7!− (5! + 2.4!− 2.2) = 4876.

Çàäà÷à 5. Ñúùåñòâóâàò ëè òàêèâà ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà a, b è c çà êîèòî ÷èñëàòà

a+ b+ c, ab+ bc + ca è 3abc èìàò ñëåäíîòî ñâîéñòâî:
à) Àêî ñúáåðåì äâå îò òÿõ, ùå ïîëó÷èì ðåçóëòàò, äâà ïúòè ïî-ãîëÿì îò òðåòîòî?

á) Àêî óìíîæèì äâå îò òÿõ, ùå ïîëó÷èì ðåçóëòàò, ðàâåí íà êâàäðàòà íà òðåòîòî?

Îòãîâîð: à) Íå á) Íå. Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà 1 ≤ a < b < c. Òîãàâà a < ab < abc,

b < bc < abc, c < ca < abc, îòêúäåòî íåïðåìåííî a+ b+ c < ab+ bc+ ca < 3abc.
à) Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäàìå 2(ab + bc + ca) = a + b + c + 3abc ⇔ a(b(c − 2) + 1) +

b(c(a − 2) + 1) + c(a(b − 2) + 1) = 0. Àêî a, b, c ≥ 2 ëÿâàòà ñòðàíà å ïîëîæèòåëíà, êîåòî å
íåâúçìîæíî. Òàêà áåç îãðàíè÷åíèå a = 1 è (b− 1)(c− 1) = 0, êîåòî ñúùî å íåâúçìîæíî.

á) Òóê å äîñòàòú÷íî äà ñúîáðàçèì, ÷å

2((ab+ bc+ ca)2 − 3abc(a+ b+ c)) = (ab− bc)2 + (bc− ca)2 + (ca− ab)2 > 0

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà íàé-ãîëåìèÿ ïðîñò äåëèòåë

íà åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî çàâúðøâà íà 33.

Îòãîâîð: 11. ×èñëîòî 33 = 3.11 çàâúðøâà íà 33. Äà äîïóñíåì, ÷å èìà ÷èñëî n, êîåòî

çàâúðøâà íà 33 è èìà ñàìî 2, 3, 5 è 7 (íå íåïðåìåííî âñè÷êè) êàòî ïðîñòè äåëèòåëè.

Òàêîâà ÷èñëî å íå÷åòíî è íå îêîí÷àâà íà 5 è çíà÷è ñàìî 3 è 7 îñòàâàò âúçìîæíè ïðîñòè

äåëèòåëè. Íåêà n = 3x.7y. Òúé êàòî n çàâúðøâà íà 33, òî äàâà îñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå

íà 4. Ñëåäîâàòåëíî 3x.7y ≡ 3x+y (mod 4) äàâà îñòàòúê 1 è çíà÷è x + y å ÷åòíî (òúé êàòî

32 ≡ 1 è 3 6≡ 1). Íàòàòúê, 3x äàâà îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà 5 ñúîòâåòíî 3, 4, 2, 1 � çà

÷åòíè x èìàìå 4 è 1, à çà íå÷åòíè x èìàìå 3 è 2. Ñúùî, 7y äàâà îñòàòúöè ïðè äåëåíèå

íà 5 ñúîòâåòíî 2, 3 çà íå÷åòíè y è 4, 1 çà ÷åòíè y. Òúé êàòî x è y ñà ñ åäíàêâà ÷åòíîñò

(ïîíåæå x+ y å ÷åòíî), îñòàâàìå ñ âúçìîæíîñòèòå çà îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà 5: êàòî òîçè
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íà 4.4, 4.1, 1.1, 3.2, 3.3, 2.2, 2.3, ò.å. 4 èëè 1. Îò äðóãà ñòðàíà, 33 (à çíà÷è è n) äàâà îñòàòúê

3 ïðè äåëåíèå íà 5, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 7.Ùå íàðè÷àìå åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n ≥ 2 ÿêî, àêî ìîæåì äà ðàçïîëîæèì ÷èñëàòà

1, 2, . . . , 6n â ïîëåòàòà íà òàáëèöà 6×n òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúâ âñåêè êâàäðàò 2×2
äà å íå÷åòåí. Êîëêî ñà ÿêèòå òðèöè�ðåíè ÷èñëà?

Îòãîâîð: 675. Àêî n ñå äåëè íà 4, òî ìîæåì äà ñãëîáèì ïîäõîäÿù áðîé òàáëè÷êè îò âèäà

í í ÷ ÷

÷ í í ÷

í í ÷ ÷

÷ í í ÷

í í ÷ ÷

÷ í í ÷

Àêî n äàâà îñòàòúê 3 ïðè äåëåíèå íà 4, òî ãîðå ìîæåì äà ìàõíåì íàé-ëåâèÿ ñòúëá.

Àêî n äàâà îñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå íà 4, òî ìîæåì äà äîáàâèì îòäÿñíî îùå åäèí ñòúëá

êàòî íàé-ëåâèÿ. Àêî n äàâà îñòàòúê 2 ïðè äåëåíèå íà 4, òî ñáîðúò íà ÷èñëàòà â òàáëèöàòà

å ÷åòåí, à òðÿáâà äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñáîð íà íå÷åòåí áðîé íå÷åòíè ñúáèðàåìè, êîåòî å

íåâúçìîæíî.

Òúðñåíèÿò áðé å

3

4
900 = 675.

Çàäà÷à 8. Åìî è Èâî ñå ðàçõîæäàëè ïî ïëàæà â Ñîçîïîë. Åìî òðúãíàë îò ñåâåðíèÿ êðàé

íà ïëàæíàòà èâèöà, à åäíîâðåìåííî ñ íåãî Èâî òðúãíàë íà þã îò òî÷êà, êîÿòî ñå íàìèðà

2 ïúòè ïî-áëèçî äî ñåâåðíèÿ êðàé, îòêîëêîòî äî þæíèÿ. Åìî íàñòèãíàë Èâî, êîãàòî òîé

ñòèãíàë äî òî÷êà, êîÿòî å 3 ïúòè ïî-áëèçî äî þæíèÿ êðàé, îòêîëêîòî äî ñåâåðíèÿ. Ñëåä

òîâà Åìî ñòèãíàë äî þæíèÿ êðàé íà ïëàæà, âåäíàãà òðúãíàë îáðàòíî è ñðåùíàë Èâî â

òî÷êà X . Âñåêè ïðîäúëæèë ðàçõîäêàòà ñè: Èâî äî þæíèÿ êðàé è ïîñëå îáðàòíî, Åìî äî

ñåâåðíèÿ êðàé è ïîñëå îáðàòíî, è ñå ñðåùíàëè â òî÷êà Y , êîÿòî å íà 720 ìåòðà îò X . Äà

ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ïëàæà.

�åøåíèå. Íåêà äúëæèíàòà íà ïëàæà å S. Äî íàñòèãàíåòî Åìî èçìèíàë
3

4
S, à Èâî èçìèíàë

3

4
S−

1

3
S =

5

12
S, ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòòà íà Åìî å 1, 8 ïúòè ïî-ãîëÿìà îò ñêîðîñòòà íà Èâî.

Àêî ñëåä íàñòèãàíåòî Èâî å èçìèíàë ðàçñòîÿíèå x äî ñðåùàòà â òî÷êà X , òî Åìî å

èçìèíàë 1, 8x. Èìàìå x + 1, 8x = 2 ·
1

4
S, ñëåäîâàòåëíî x =

5

28
S. Òî÷êàòà X ñå íàìèðà íà

1

4
S −

5

28
S =

1

14
S îò þæíèÿ êðàé íà ïëàæà.

Íåêà îò ñðåùàòà â X äî ñðåùàòà â Y Èâî å èçìèíàë ðàçñòîÿíèå y; çíà÷è Åìî å èçìèíàë

1, 8y. Èìàìå y + 1, 8y = 2S, çíà÷è y =
5

7
S. Òîãàâà XY =

5

7
S − 2 ·

1

14
S =

4

7
S è íàìèðàìå

S = 720 :
4

7
= 1260 ì.
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