
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

×åòâúðòè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Èçïúêíàëèÿò ÷åòèðèúãúëíèê ABCD å òàêúâ, ÷å AC = BD = AB. Äèàãîíàëèòå

AC è BD ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà O. Òî÷êèòå M è N ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå AD è BC,

ñúîòâåòíî. Òî÷êèòåX , Y è Z ñúîòâåòíî îò îòñå÷êèòå AO,OB è AB ñà òàêèâà, ÷å AX = AZ,

BY = BZ è OX = OY . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , X , Y è N ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

�åøåíèå. Îò äàäåíèòå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå DY = BD −BY = AB − BZ = AZ = AX.

Äà îçíà÷èì SAMX = SDMX = S è

DY
OY

= AX
OX

= k > 1. Òîãàâà SAXY = SAXD

k−1
= 2S

k−1
, SOXY =

OX
XA

SAXY = 2S
k(k−1)

è SOXD = (k − 1)SOXY = 2S
k
. Òàêà SDXY = SDXO + SOXY = 2S

k−1
= SAXY .

Ñåãà àêî W = XY ∩ AD, òî

AW
WB

= SAXY

SDXY
= 1, îòêúäåòî W å ñðåäàòà íà AD è â ÷àñòíîñò

W ñúâïàäà ñ M .

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M , X è Y ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Àíàëîãè÷íî N , X è Y ëåæàò íà

åäíà ïðàâà è èñêàíîòî ñëåäâà.

Çàäà÷à 2. Çà ðåàëíèòå ÷èñëà 0 ≤ a, b, c, d ≤ 1 äà ñå äîêàæå, ÷å

ab(a− b) + bc(b− c) + cd(c− d) + da(d− a) ≤
8

27

è äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ÷åòâîðêè (a, b, c, d), ïðè êîèòî ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî.

�åøåíèå. Èçðàçúò å ðàâåí íà S = (b− d)(a− c)(a + c− b − d). Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà
a ≥ c. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

• Íåêà b ≥ d. Òîãàâà àêî a + c − b − d ≤ 0 ñìå ãîòîâè; èíà÷å îò ÑÀÑ� (ïî òî÷íî

xyz ≤ (x+y+z

3
)3 çà x, y, z ≥ 0) âúðõó a− c, b− d è a + c− b− d ïîëó÷àâàìå

S ≤

(

(b− d) + (a− c) + (a+ c− b− d)

3

)3

=

(

2a− 2d

3

)3

≤
8

27

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè a = 1, d = 0 è a− c = b− d = a + c− b− d, ò.å. b = 2
3
,

c = 1
3
. Âúçìîæíîñòòà a ≤ c äàâà è ÷åòâîðêàòà a = 1

3
, b = 0, c = 1, d = 2

3
.

• Àêî b ≤ d, çàïèñâàìå S = (d − b)(a − c)(b + d − a − c) è ïðè a + c− b − d ≥ 0 èìàìå
S ≤ 0 è ñìå ãîòîâè, à èíà÷å òî÷íî êàòî â ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå S ≤ 8

27
, ñ

ðàâåíñòâî ïðè a = 2
3
, b = 1

3
, c = 0, d = 1 (è a = 0, b = 1, c = 2

3
, d = 1

3
ïðè a ≤ c).

Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî a, çà êîåòî 2019 äåëè 338n + a.335n

çà âñÿêî íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è íàìåðåòå íàé-ìàëêîòî òàêîâà a.

Îòãîâîð: 674. Òúé êàòî 2019 = 3.673, ÍÎÄ(3; 673) = 1, 338 ≡ 335( (mod 3) è 338 ≡ 335(
(mod 673), óñëîâèåòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî 3 äåëè (a + 1)335n è 673 äåëè (a1)335n.
Ñðåä ÷èñëàòà, çà êîèòî a ≡ 1( (mod 673), íàé-ìàëêîòî, çà êîåòî a ≡ 1 (mod 3), å 674.

Çàäà÷à 4. Íåêà a > 0 è 4a + 3b + 2c > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî óðàâíåíèåòî

ax2 + bx+ c = 0 äà èìà äâà ðåàëíè êîðåíà â èíòåðâàëà (1, 2).
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�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà ñå ñëó÷âà çà êîðåíèòå x1 è x2. �àçäåëÿéêè íà 2 è ïîëç-

âàéêè Âèåò, ïîëó÷àâàìå

2− 1, 5(x1 + x2) + x1x2 > 0 ⇒ (x1 − 1, 5)(x2 − 1, 5) > 0, 25.

Íî ñïîðåä äîïóñêàíåòî |x1 − 1, 5| < 0, 5 è |x2 − 1, 5| < 0, 5, òàêà ÷å ïîëó÷àâàìå àáñóðäà

0, 5.0, 5 > 0, 25.

Çàäà÷à 5. Äàäåíà å êâàäðàòíà òàáëèöà. Çìèÿ ñ äúëæèíà k å æèâîòíî, êîåòî çàåìà íà-

ðåäåíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò k êëåòêè, äà ðå÷åì (s1, s2, . . . , sk) (â s1 ñå íàìèðà ãëàâàòà íà

çìèÿòà, à â sk � íåéíàòà îïàøíà ÷àñò). Êëåòêèòå òðÿáâà äà ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè è âñåêè

äâå êëåòêè ñ ïîñëåäîâàòåëíè íîìåðà èìàò îáùà ñòðàíà (ò.å. s1 è s2 èìàò îáùà ñòðàíà, s2
è s3 ñúùî è ò.í.). Àêî â íÿêîé ìîìåíò çìèÿòà å â êëåòêèòå (s1, s2, . . . , sk) è s å íåçàåòà îò

çìèÿòà êëåòêà, êîÿòî å ñúñåäíà (ïî îáùà ñòðàíà) íà s1, òî çìèÿòà ìîæå äà ñå ïðèäâèæè è

äà çàåìå êëåòêèòå (s, s1, . . . , sk−1) (ò.å. ñåãà ãëàâàòà è å â s, à îïàøêàòà è � â sk−1). Êàçâàìå,

÷å çìèÿòà ñå å îáúðíàëà, àêî â íà÷àëîòî çàåìà êëåòêèòå (s1, s2, . . . , sk) è ñëåä êðàåí áðîé

õîäîâå çàåìà êëåòêèòå (sk, sk−1, . . . , s1) (ò.å. ãëàâàòà è å íà sk, à îïàøêàòà � íà s1).

Îïðåäåëåòå íàé-ãîëÿìîòî k, çà êîåòî ìîæåì äà ïîñòàâèì çìèÿ â òàáëèöà 3 × 3, êîÿòî
ìîæå äà ñå îáúðíå.

Îòãîâîð: k = 5. Äà îçíà÷èì êâàäðàò÷åòàòà íà òàáëèöàòà ñ A,B,C íà ïúðâèÿ ðåä, D,E, F

íà âòîðèÿ è G,H, I íà òðåòèÿ. Ïðè k = 5 ïîñòàâÿìå çìèÿòà ïúðâîíà÷àëíî íà (A,B,C, F, E)
(ãëàâàòà è å íà A) è ÷ðåç ïðåìåñòâàíèÿòà íà ãëàâàòà A → D → G → H → I → F → E →
D → A → B → C → F → E çìèÿòà ñå îáðúùà.

Íåêà ñåãà k ≥ 6. Ùå êàçâàìå, ÷å çìèÿòà å çàòèñíàòà, àêî íÿìà íåçàåòè êëåòêè, ñúñåäíè íà

s1 (êëåòêàòà, â êîÿòî ñå íàìèðà ãëàâàòà è). ßñíî å, ÷å àêî çìèÿòà å çàòèñíàòà, òÿ íå ìîæå

äà ñå îáúðíå. Îöâåòÿâàìå øàõìàòíî êëåòêèòå íà òàáëèöàòà, êàòî E å áÿëà. Äà çàáåëåæèì,

÷å âñåêè äâå ñúñåäíè êëåòêè íà çìèÿòà ñà â ðàçëè÷íè öâåòîâå � òàêà çìèÿ ñ äúëæèíà ïîíå

6 ïîêðèâà âúâ âñåêè ìîìåíò ïîíå 3 ÷åðíè è ïîíå 3 áåëè êëåòêè.

Ïðè âñÿêî äâèæåíèå íà çìèÿòà, êëåòêàòà, êîÿòî ïðåäè å áèëà çàåòà îò îïàøêàòà (ïîñ-

ëåäíàòà êëåòêà) ñòàâà ïðàçíà. Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè êëåòêà íå ìîæå âåäíàãà äà ñå çàåìå

îò ãëàâàòà, òúé êàòî ãëàâàòà òðÿáâà äà çàåìå êëåòêà, êîÿòî ïðåäè å áèëà íåçàåòà. Ñúùî,

âñåêè ïúò êîãàòî ãëàâàòà å íà áÿëà êëåòêà, ïðè äâèæåíèå òÿ îòèâà â ÷åðíà è îáðàòíî.

Ïîíåæå áðîÿò íà ÷åðíèòå êëåòêè å 4, à çìèÿòà âèíàãè çàåìà 3 îò òÿõ, èìà íàé-ìíîãî åäíà
âúçìîæíà ÷åðíà êëåòêà, â êîÿòî òÿ ìîæå äà îòèäå (àêî âñúùíîñò íÿìà, òî çìèÿòà ùå å

çàòèñíàòà). Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñàìî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà (îò ãëàâà, êúì îïàøêà è íàêðàÿ

åâåíòóàëíî åäíà ïðàçíà êëåòêà) îò ÷åðíè êëåòêè. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

• Àêî ãëàâàòà å áèëà íà ÷åðíà êëåòêà, ïðè äâèæåíèå ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íå ñå ïðîìåíÿ,

òúé êàòî âñÿêà ÷åðíà êëåòêà îò çìèÿòà ñå ïðåìåñòâà ñ åäíà ïîçèöèÿ íàäÿñíî (îòíîñíî

çìèÿòà) è ïîñëåäíàòà ÷åðíà êëåòêà ñòàâà íåçàåòà (èëè å áèëà íåçàåòà îò ïðåäè).

• Àêî ãëàâàòà å áèëà íà áÿëà êëåòêà, òî ïîñëåäíàòà êëåòêà (íåçàåòàòà) ñå çàåìà îò

ãëàâàòà, ò.å. òÿ ñòàâà â íà÷àëîòî íà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà. Îñòàíàëèòå ÷åðíè êëåòêè

ñå ïðåìåñòâàò ñ åäíà ïîçèöèÿ íàäÿñíî (îòíîñíî çìèÿòà).

Ñëåäîâàòåëíî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ÷åðíèòå êëåòêè íåïðåñòàííî ñå çàâúðòà öèêëè÷-

íî. Â ÷àñòíîñò, íèêîãà íå ìîæå äà ñå ñëó÷è òÿ äà ñòàíå â îáðàòåí ðåä (ñïðÿìî íÿêîå

ïðåäèøíî ïîëîæåíèå), êîåòî îáà÷å å íåîáõîäèìî, çà äà ìîæå çìèÿòà äà ñå îáúðíå. Ïðîòè-

âîðå÷èå.
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Çàäà÷à 6. Â ïðàâîúãúëíèÿ △ABC ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà C å âïèñàíà îêðúæíîñò, êîÿòî

äîïèðà êàòåòèòå BC, CA è õèïîòåíóçàòà AB ñúîòâåòíî â òî÷êè M , N è P . Äà ñå äîêàæå,

÷å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà âèñî÷èíèòå íà △MNP ëåæè íà âèñî÷èíàòà CD íà △ABC.

Çàäà÷à 7. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ÷èñëîòî

(4n)!(6n)!(9n)!(24n)!

(2n)!(3n)!(8n)!(12n)!(18n)!

e åñòåñòâåíî.

�åøåíèå. Èçâåñòåí �àêò å, ÷å íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî p, äåëÿùà m, å ñ

ïîêàçàòåë

∑

∞

i=1⌊
m
pi
⌋ è ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî

⌊4x⌋ + ⌊6x⌋ + ⌊9x⌋+ ⌊24x⌋ − ⌊2x⌋ − ⌊3x⌋ − ⌊8x⌋ − ⌊12x⌋ − ⌊18x⌋ ≥ 0

çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî x. Ïðåäñòàâÿéêè x = ⌊x⌋ + α, α ∈ [0, 1) äîñòèãàìå
äî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî, íî çà α. È íàèñòèíà, âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå α ∈ [ 1

24
, 1
18
), α ∈

[ 1
18
, 1
12
), α ∈ [ 1

12
, 1
9
), α ∈ [1

9
, 1
8
) è α ∈ [ i−1

24
, i
24
), i = 1, 4, 5, 6 . . . , 23, 24 (ñêîáêèòå ñå ñìÿòàò

äèðåêòíî � íàïðèìåð çà α ∈ [1
8
, 1
6
) òå ñà ñúîòâåòíî 0, 0, 1, 3, −0, −0, −1, −1, −2) èñêàíîòî

å èçïúëíåíî.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè ðåøåíèÿ íà xy + yz + zx − xyz = 2.
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