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За средната отсечка KM  в ABC  имаме 
2
bKM   (0,5 т.) и следователно XKM  е 

равнобедрен, т.е. KXM XMK  . (0,5 т.)  От друга страна средната отсечка NM  в 
ABC  е успоредна на AB  и следователно KXM XMN  . (1 т.)  Заключаваме, че 
XMK XMN  , т.е. MX  е ъглополовяща на KMN . (0,5 т.) 

  б) По същия начин, както в а) се доказва, че NY  и KZ  са ъглополовящи 
съответно на MNK  и NKM , (1 т.) т.е. MX , NY  и KZ  са ъглополовящи в MNK  и 
следователно минават през една точка. (1 т.) 
 
Задача 8.3. Една обикновена дроб сe нарича египетска (още аликвотна), ако 

числителят й е равен на 1, а знаменателят й е естествено число. За дробта 2013
2014

 да се 

докаже, че: 
  а) съществува представяне в сума от египетски дроби; 
  б) съществуват безброй много представяния в суми от египетски дроби.  
Решение: а) Едно възможно представяне (3 т.) е следното:   
2013 2014 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ... ...
2014 2014 2014 2 2 3 2013 2014 1.2 2.3 2013.2104

      
                  

     

  б) Достатъчно е да забележим, че 1 1 11
2 3 6

   , (2 т.) откъдето 

1 1 1 1
2 3 6n n n n

   . (1 т.) 

Тогава всяка от дробите в представянето от а) може да се представи като сума от 3 
египетски дроби, всяка от тези 3 дроби като сума от нови 3 египетски дроби и т.н. (1 т.) 
 
Задача 8.4. Квадрат ABCD е разделен на 25 единични  
квадратчета и във всяко от тях е поставено някое от 
естествените числа a, b, c, d и e така, че във всеки 
ред, всеки стълб и по диагоналите  AC и BD  всяко от 
тези числа се среща точно по веднъж.  
 а) Дайте пример на такъв квадрат. 
 б) Намерете възможно най-малката сума на 
числата в квадратчетата, означени със звездички.  
 в) Намерете възможно най-голямата сума на 
числата в квадратчетата, означени със звездички, ако 

2014a b c d e     .   
Решение:  
 Лема. Измежду числата в квадратчетата, означени със звездички, има най-много две 
еднакви. Съществува случай с точно две еднакви. (4 т., по 1 т. за всеки от четирите 
основни случая) 
 Доказателство: Нека числото в центъра на квадрата е a. Тогава числата в четирите 
ъгъла на квадрата трябва да са различни от a и различни помежду си, за да е изпълнено 
условието на задачата. Едно възможно начално разположение е показано на черт. 1. 
Всички останали сe получават от него чрез разместване (пермутация) на числата a, b, c, 
d и e или отразяване спрямо някой от диагоналите. Изобщо в доказателството е 
достатъчно да разгледаме различните възможности с точност до пермутация и 
отразяване.    
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 Празните квадратчета по диагонала BD на черт. 1 могат да бъдат запълнени само с 
числата c и e, т.е. по 2 начина. Достатъчно е да разгледаме само случая от черт. 2, 
защото другият случай се получава от него чрез отразяване спрямо AC и смяна на b с d. 
За празните квадратчета по диагонала AC от черт. 2 има 2 възможности, които са 
показани на черт. 3 и черт. 4. Ще разгледаме поотделно всяка от тези възможности. 
Започваме с черт. 3 и разглеждаме квадратчетата, означени с x. От условието на 
задачата следва, че със сигурност x a . Сега за второто квадратче на първия ред има 2 
възможности: числото в него да е d или e. Оттук нататък всяка от тези възможности се 
допълва еднозначно и стигаме до двете разположения на черт. 5 и черт. 6.  
 
 
 
  
 
 
 
   
 
 
 
  
 Продължаваме с черт. 4. За числото във второто квадратче от първия ред има две 
възможности: a или e. Във всеки от тези два случая останалите квадратчета се попълват 
еднозначно и получаваме разположенията на черт. 7 и черт. 8.  
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 Така окончателно получаваме общо 4 възможни разположения с точност до 
пермутация и отразяване. В три от тях две от числата в квадратчетата със звездички 
съвпадат, а в едната числата са различни. С това лемата е доказана.  
 
 а) (1 т.) Няколко примера са дадени в доказателството на лемата. 
 б) (1 т.) Достатъчно е да вземем случая например от черт. 7 и да положим 1a  , 

2b   и 3e  . Така стигаме до отговора 7.  
 в) (1 т.)  Достатъчно е да вземем отново случая от черт. 7 и да положим 2004a  , 

3b  , 1c  , 2d   и 4e  . Тогава 2014a b c d e     , а 2 4015a b e   , което е 
отговорът на задачата.  
 
 
 
 
 

Задачите са предложени, както следва: 
 
Задача 8.1. – Мариана Кьосева  
Задача  8.2. – Стоян Ненков 
Задачи 8.3. и 8.4. –  Веселин Ненков и Сава Гроздев  
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