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Çàäà÷à 8. 1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî ñòîéíîñòòà íà èçðàçà

M = |x3 − 2x2 − 10x+ 8|
å ïðîñòî ÷èñëî.

�åøåíèå. �àçëàãàìå M = |x−4||x2+2x−2|. M ùå å ïðîñòî ÷èñëî, àêî åäèíèÿò ìíîæèòåë

å ðàâåí íà 1, à äðóãèÿò å ïðîñòî ÷èñëî.

1 ñë. |x − 4| = 1 ⇒ x ∈ {3, 5}. Ïðè x = 3 ïîëó÷àâàìå M = 13, êîåòî å ïðîñòî. Ïðè x = 5
ïîëó÷àâàìå M = 33, êîåòî íå å ïðîñòî.
2 ñë. |x2+2x−2| = 1 ⇒ x2+2x−2 = ±1. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå íàìèðàìå x = 1 èëè x = −3
è, ñúîòâåòíî, M = 3 èëè M = 7, êîèòî ñà ïðîñòè ÷èñëà. Âòîðîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî

íà (x+ 1)2 = 2, êîåòî íÿìà ðåøåíèå â öåëè ÷èñëà.

Îêîí÷àòåëíî, ðåøåíèÿòà ñà x = 1 è x = ±3.
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 2 ò. � çà ðàçëàãàíåòî íà M ; ïî 2 ò. � çà ðåøàâàíåòî íà âñåêè îò

äâàòà ñëó÷àÿ.

Çàäà÷à 8. 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Â ïîëóðàâíèíàòà ñ êîíòóð ïðàâàòà BC, íåñúäúð-
æàùà òî÷êà A, å âçåòà òî÷êà P , òàêà ÷å CP ⊥ BC è CP = BC, à â ïîëóðàâíèíàòà ñ êîíòóð
ïðàâàòà AC, íåñúäúðæàùà òî÷êà B, å âçåòà òî÷êà Q, òàêà ÷å CQ ⊥ AC è CQ = AC. Òî÷êà
F îò îòñå÷êàòà AP å òàêàâà, ÷å <) CFP =<) BQP .
à) Äà ñå äîêàæå, ÷å CF ðàçïîëîâÿâà ñòðàíàòà AB.
á) Íåêà AP ïðåñè÷à BC â òî÷êà N . Àêî CN : BN = 1 : 2, äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî

AF : FN .

�åøåíèå. à) Íåêà CF ∩ PQ = E è BQ ∩ AP = O. Îò △APC ∼= △QBC ïîëó÷àâàìå,

÷å <) POQ = 90◦, à îò <) CFP =<) BQP ñëåäâà, ÷å <) PEF = 180◦− <) EFP− <) EPF =
180◦− <) PQO− <) QPO =<) POQ = 90◦. Òîãàâà <) FCB = 90◦− <) PCE =<) CPQ.
Ïîñòðîÿâàìå òî÷êà L, òàêàâà ÷å ALBC å óñïîðåäíèê. Îò △LBC ∼= △QCP ñëåäâà, ÷å

<) LCB =<) CPQ =<) FCB, ò.å., ÷å F ∈ CL. Íî îò ñâîéñòâîòî íà äèàãîíàëèòå â óñïîðåäíèêà
ñëåäâà, ÷å CL ∩AB = M - ñðåäà íà AB.
á) Íåêà K å ñðåäàòà íà BN . Îò FN ñðåäíà îòñå÷êà â òðèúãúëíèê MKC ñëåäâà, ÷å MK =
2FN . Îò MK ñðåäíà îòñå÷êà â òðèúãúëíèê ABN ñëåäâà, ÷å AN = 2MK = 4FN . Òîãàâà

AF : FN = 3 : 1.
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): a) 1 ò. � çà <) POQ = 90◦; 1 ò. � çà <) FCB =<) CPQ; 2 ò. � çà M
ñðåäà íà AB.
á) 2 ò. � çà AF : FN = 3 : 1.

Çàäà÷à 8. 3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà p è n, òàêèâà ÷å p å ïðîñòî è

p3 + 5n − 1 = n(p2 + 2p + 6n).

�åøåíèå. Óñëîâèåòî å ðàâíîñèëíî ñ p(p2−pn−2n) = (2n−1)(3n−1), òàêà ÷å p äåëè 2n−1
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èëè 3n − 1. Àêî 2n − 1 ≥ 2p èëè 3n − 1 ≥ 3p, òî ëÿâàòà ñòðàíà å îòðèöàòåëíà, à äÿñíàòà �

ïîëîæèòåëíà. Îñòàâà äà ïðîâåðèì ñëó÷àèòå:

• p = 2n− 1, êîåòî íå âîäè äî åñòåñòâåíè ðåøåíèÿ;

• p = 3n− 1, êîåòî íå âîäè äî åñòåñòâåíè ðåøåíèÿ;

• 2p = 3n− 1, êîåòî âîäè äî

p2 − pn− 2n = 4n− 2

9n2 − 6n+ 1− 2n(3n− 1) = 24n − 8

3n2 − 28n+ 9 = 0

(3n − 1)(n − 9) = 0,

÷èåòî åñòåñòâåíî ðåøåíèå å ñàìî n = 9. Îòòóê p = 13 è óñëîâèÿòà ñà èçïúëíåíè.

Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 2 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å p äåëè 2n − 1 èëè 3n − 1; ïî 1 ò. � çà

ïúëíî èçñëåäâàíå íà âñåêè îò ñëó÷àèòå 2n− 1 ≥ 2p, 2n− 1 = p, 3n− 1 ≥ 2p, 3n− 1 = p.

Çàäà÷à 8. 4. Íà äúñêà å çàïèñàíî ïî åäèí ïúò âñÿêî òðèöè�ðåíî ÷èñëî, èìàùî ñáîð íà

öè�ðèòå 12. Ïðè ïúðâèÿ õîä ñå èçòðèâàò âñè÷êè ÷èñëà, êîèòî ñúäúðæàò åäíà èëè ïîâå÷å

îò öè�ðèòå 0, 8 è 9. Ïðè âñåêè ñëåäâàù õîä ñå èçòðèâàò ïî òðè ÷èñëà, òàêèâà ÷å öè�ðèòå

íà åäíà îò ïîçèöèèòå èì ñúâïàäàò, à âúâ âñÿêà îò îñòàíàëèòå äâå ïîçèöèè ñå ðàçëè÷àâàò ñ

1 èëè ñ 2. Àêî íàêðàÿ íà äúñêàòà îñòàíàëî ñàìî åäíî ÷èñëî, òî êîå ìîæå äà å òî?

�åøåíèå. Íåêà íà õîä ñëåä ïúðâèÿ ñå èçòðèâàò òðè ÷èñëà, òàêèâà ÷å íà åäíà îò ïîçèöèèòå

èì å öè�ðàòà a, íà äðóãàòà ñà b−1, b è b+1, à íà òðåòàòà ñà c−1, c è c+1. Òîãàâà ñáîðúò íà
âñè÷êè ïúðâè öè�ðè íàìàëÿâà ñ êðàòíî íà 3. Ñëåä ïúðâèÿ õîä èìà 4 ÷èñëà ñ ïúðâà öè�ðà

1 (147, 156, 165, 174), 5 ñ ïúðâà öè�ðà 2, 6 � ñ 3, 7 � ñ 4, 6 � ñ 5, 5 � ñ 6 è 4 � ñúñ 7, òàêà ÷å

ñáîðúò íà âñè÷êè ïúðâè öè�ðè å

4.1 + 5.2 + 6.3 + 7.4 + 6.5 + 5.6 + 4.7 = 148.

Òîâà äàâà îñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå íà 3, ñëåäîâàòåëíî ïúðâàòà öè�ðà íà òúðñåíîòî ÷èñëî

ìîæå äà å ñàìî 1, 4 è 7. Ïî ñúùèÿ íà÷èí äîêàçâàìå, ÷å è îñòàíàëèòå ìó öè�ðè ñà 1, 4 èëè

7. È òàêà, òúé êàòî ñóìàòà îò öè�ðèòå å 12, ïîñëåäíîòî ÷èñëî ìîæå äà å ñàìî 147, 174, 417,

444, 471, 714 èëè 741.

Çà äà ïîëó÷èì 444, ìîæå äà èçòðèåì

(174, 264, 354), (273, 363, 453), (372, 462, 552), (471, 561, 651),

(417, 426, 435), (327, 336, 345), (237, 246, 255), (147, 156, 165),

(741, 642, 543), (732, 633, 534), (723, 624, 525), (714, 615, 516).

Çà äà ïîëó÷èì 174, â ãîðíèÿ ñïèñúê ìîæå äà çàìåíèì ïúðâîòî èçòðèâàíå ñ (264, 354, 444).

Çà äà ïîëó÷èì íÿêîå îò îñòàíàëèòå, ïðèëàãàìå ñïèñúêà çà 174 ñ ïîäõîäÿùî ðàçìåñòåíè ïî-

çèöèè â çàâèñèìîñò îò ïîçèöèèòå íà 1, 7 è 4 â æåëàíîòî ÷èñëî.

Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 1 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å ñáîðúò íàìàëÿâà ñ êðàòíî íà 3; 2 ò. �

çà îòêðèâàíå íà âñè÷êè âúçìîæíè ïîñëåäíè ÷èñëà; 1 ò. � çà êîíñòðóêöèÿ, ðåàëèçèðàùà 444;
ïî 0.5 ò. � çà êîíñòðóêöèÿ, ðåàëèçèðàùà âñåêè îò îñòàíàëèòå øåñò ïðèìåðà.
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Çàäà÷à 9. 1. Ïðè êîè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà m, óðàâíåíèåòî

(x2 − x− 6)(x2 − 7x+ 6) = m2 − 15m

èìà äâà ðàçëè÷íè ïîëîæèòåëíè è äâà ðàçëè÷íè îòðèöàòåëíè êîðåíà?

�åøåíèå. Ñëåä ðàçëàãàíå óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà

(x+ 2)(x− 3)(x− 1)(x − 6) = m2 − 15m ⇔ (x2 − 4x− 12)(x2 − 4x+ 3) = m2 − 15m.

Ñëåä ïîëàãàíå y := x2− 4x, ïîëó÷àâàìå y2− 9y− 36−m2+15m = y2− 9y− (m− 3)(m− 12).
Êîðåíèòå íà òîâà óðàâíåíèå (íàïðèìåð ÷ðåç �îðìóëèòå íà Âèåò) ñà: y1 = m−3 è y2 = 12−m.

Îò óñëîâèåòî çà ÷åòèðè ðàçëè÷íè êîðåíà ñëåäâà, ÷å m− 3 6= 12−m è çíà÷è m 6= 15/2. Ñëåä
âðúùàíå â ïîëàãàíåòî ïîëó÷àâàìå:

(1) x2 − 4x−m+ 3 = 0 (2) x2 − 4x− 12 +m = 0.

Îò �îðìóëèòå íà Âèåò è óñëîâèåòî çà äâà ïîëîæèòåëíè è äâà îòðèöàòåëíè êîðåíà ñëåä-

âà, ÷å 3 − m < 0, ñúîòâåòíî m − 12 < 0. Îêîí÷àòåëíî, îòãîâîðúò íà çàäà÷àòà å m ∈
(3, 15/2) ∪ (15/2, 12).
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 1 ò. � çà ðàçëàãàíåòî (x2 − 4x− 12)(x2 − 4x+3) = m2 − 15m; 1 ò. �

çà ïîëàãàíåòî y := x2 − 4x; 1 ò. � çà ðåøàâàíåòî íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå ñïðÿìî y; ïî 1
ò. � çà èçñëåäâàíåòî íà êâàäðàòíèòå óðàâíåíèÿ (1) è (2); 1 ò. � çà èçêëþ÷âàíåòî íàm = 15/2.

Çàäà÷à 9. 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, â êîéòî ìåäèàíèòå AA1 è BB1 ñå ïðåñè÷àò â

òî÷êà G. Àêî âïèñàíàòà â òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò è âïèñàíàòà â òðèúãúëíèê AGB
îêðúæíîñò ñå äîïèðàò äî ñòðàíàòà AB â åäíà è ñúùà òî÷êà, äà ñå äîêàæå, ÷å òðèúãúëíèê

ABC å ðàâíîáåäðåí.

�åøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ D îáùàòà äîïèðàòåëíà òî÷êà âúðõó AB çà äâåòå îêðúæíîñòè.

Èçðàçÿâàìå îòñå÷êàòà AD ïî äâà íà÷èíà. Îò òîâà, ÷å D å òî÷êàòà íà äîïèðàíå íà AB äî

âïèñàíàòà â △AGB îêðúæíîñò, èìàìå AD = AB+AG−BG
2 , à îò òîâà, ÷å D å òî÷êàòà íà äî-

ïèðàíå íà AB äî âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò, èìàìå AD = AB+AC−BC
2 . Ïðèðàâíÿâàéêè

äâåòå èçðàçÿâàíèÿ, ïîëó÷àâàìå AG−BG = AC−BC, ñëåäîâàòåëíî GA1−GB1 = CB1−CA1

è, çíà÷è è ïåðèìåòðèòå íà △B1GC è △A1GC. Îòäåëíî, SB1GC = 1
6SABC = SA1GC . Òîãàâà,

èëè △B1GC ∼= △A1GC èëè △B1CG ∼= △A1GC (ðàâíè ëèöà è ïåðèìåòðè + îáùà ñòðàíà).

Âòîðîòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî îò íåãî B1G = CA1 è A1G = B1C è çà ïî-ãîëÿìàòà îò äâåòå

ñòðàíè, äà êàæåì CA1 ≥ B1C ïîëó÷àâàìå: BB1 = 3B1G = 3CA1 = CB+CA1 ≥ CB+CB1,

ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà △CBB1! Ñëåäîâàòåëíî, △B1GC ∼= A1GC
è AC = 2B1C = 2A1C = BC.
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 3 ò. � çà PB1GC = PA1GC ; 2 ò. � çà △B1GC ∼= A1GC; 1 ò. � çà

äîâúðøâàíå.

4



Çàäà÷à 9. 3. Íà äúñêà ïúðâîíà÷àëíî å çàïèñàíî ÷èñëîòî rn, êúäåòî r > 0 å ðàöèîíàëíî

÷èñëî, à n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Âñÿêà ìèíóòà Èâàí èçáèðà äâå (íå íåïðåìåííî ðàçëè÷íè)
÷èñëà a è b, çàïèñàíè íà äúñêàòà, è äîïèñâà ÷èñëàòà a+b

2 è

a
b
. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè

íà n, çà êîèòî ñúùåñòâóâà r, òàêà ÷å å âúçìîæíî â äàäåí ìîìåíò âúðõó äúñêàòà äà ñå ïîÿâè
÷èñëîòî 17.

�åøåíèå. Îòãîâîð: n = 2. Ïúðâî, ùå äîêàæåì ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà: Àêî x > y, ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å (x, y) = 1 è xn − yn å òî÷íà ñòåïåí íà

äâîéêàòà çà íÿêîå n ≥ 2, òî n = 2.
Äîêàçàòåëñòâî: Òúé êàòî x è y ñà âçàèìíî ïðîñòè, òî è äâåòå ñà íå÷åòíè. Àêî n èìà íå÷åòåí

äåëèòåë k, òî n = km è

xn − yn = (xm − ym)
(

xm(k−1) + xm(k−2)ym + · · · + ym(k−1)
)

.

Âòîðèÿò ìíîæèòåë å ñóìà íà k íå÷åòíè ñúáèðàåìè, ñëåäîâàòåëíî å íå÷åòíî ÷èñëî, êîåòî å

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî. Îñòàíà n = 2k. Íî òîãàâà ïðè k ≥ 2 èìàìå ðàçëàãàíåòî x2
k−y2

k

=
(

x2
k−1 − y2

k−1
)(

x2
k−1

+ y2
k−1

)

è âòîðèÿò ìíîæèòåë äàâà îñòàòúê 2 ïî ìîäóë 4. Îòíîâî

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, n = 2. Ëåìàòà å äîêàçàíà.
Íåêà ñåãà ñå âúðíåì íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à è ïðåäñòàâèì r âúâ âèä íà íåñúêðàòèìà äðîá

r = x
y
, (x, y) = 1. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà r > 1 è çíà÷è x > y (àêî òîâà íå å

òàêà, òî çà äâà õîäà ïîëó÷àâàìå 1 = rn/rn è r−n = 1/rn). Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà n > 2,
êîåòî äà âîäè äî ðåøåíèå. Òîãàâà, ñúãëàñíî ëåìàòà, ñúùåñòâóâà íå÷åòíî ïðîñòî p, p|xn− yn

è (p, x) = (p, y) = 1. Ùå äîêàæåì, ÷å âúâ âñåêè ìîìåíò p|s − t, êúäåòî s
t
å ïðîèçâîëíî

÷èñëî îò íàïèñàíèòå íà äúñêàòà. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å îïåðàöèèòå �ñðåäíî

àðèòìåòè÷íî� è �äåëåíèå� çàïàçâàò òúðñåíîòî ñâîéñòâî. Íàèñòèíà, íåêà a = x1
y1

è b = x2
y2
,

êúäåòî (x1, y1) = (x2, y2) = 1, p|x1 − y1, p|x2 − y2 è p íå äåëè íèòî åäíî îò ÷åòèðèòå ÷èñëà.

Òîãàâà,

a+ b

2
=

x1y2 − x2y1
2y1y2

⇒ x1y2 + x2y1 − 2y1y2 = y2(x1 − y1) + y1(x2 − y2) ≡ 0 (mod p),

a

b
=

x1y2
x2y1

⇒ x1y2−x2y1 = (x1y2−y1y2)−(x2y1−y1y2) = y2(x1−y1)−y1(x2−y2) ≡ 0 (mod p).

Îñâåí òîâà, çíàìåíàòåëèòå è íà äâåòå äðîáè (2y1y2 è x2y1) ñà âçàèìíî ïðîñòè ñ p, òàêà ÷å

ñâîéñòâîòî ñå çàïàçâà è ñëåä ïðèâåæäàíåòî íà

a+b
2 è

a
b
â íåñúêðàòèìè äðîáè. Ñëåäîâàòåëíî,

çà äà çàïèøåì íà äúñêàòà ÷èñëîòî 17, òðÿáâà 17− 1 = 16 ≡ 0 (mod p), êîåòî å íåâúçìîæíî.
Òàêà, n ≥ 3 íå âîäè äî ðåøåíèå. Îñòàâà äà ïðîâåðèì n = 2. Åäèí âúçìîæåí âàðèàíò å r = 3
è

9 → 9

9
= 1 → 9 + 1

2
= 5 → 9 + 5

2
= 7 → 5 + 1

2
= 3 → 3

1
7

= 21

21 → 21 + 1

2
= 11 → 3

1
11

= 33 → 33 + 1

2
= 17.
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Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 2 ò. � çà äîêàçâàíå íà ëåìàòà; 1 ò. � çà ðàçãëåæäàíå íà íå÷åòåí

ïðîñò äåëèòåë íà xn − yn; 3 ò. � çà äîêàçâàíå íà èíâàðèàíòàòà p|s− t; 1 ò. � çà ïðèìåð ïðè

n = 2.

Çàäà÷à 9. 4. Â ðàâíèíàòà ñà äàäåíè îêðúæíîñò ω ñ öåíòúð òî÷êàòà O ñ êîîðäèíàòè (0, 0)
è ðàäèóñ R = 1, è òî÷êàòà A ñ êîîðäèíàòè (1, 1). Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè òî÷êè B, çà êîèòî

ñúùåñòâóâàò (íå íåïðåìåííî äâå ïî äâå ðàçëè÷íè) òî÷êè P1, P2, . . . , P2018, òàêèâà ÷å âñÿêà

îò ñðåäèòå íà 2019-òå îòñå÷êè AP1, P1P2, P2P3, P3P4, ... , P2017P2018 è P2018B ëåæè âúðõó ω.

�åøåíèå. Îòãîâîð: Êðúãúò ñ öåíòúð òî÷êàòà A′(−1,−1), ñèìåòðè÷íà íà A ñïðÿìî O è

ðàäèóñ R = 2 · 2019 = 4038.
Ïúðâî, íåêà çà âñÿêî ÷åòíî k äå�èíèðàìå òî÷êàòà Qk � ñèìåòðè÷íà íà Pk ñïðÿìî öåí-

òúðà íà îêðúæíîñòòà O. Òîãàâà, â △Pk−1PkQk ñðåäíàòà îòñå÷êà ñïðÿìî ñòðàíàòà Pk−1Qk

ñå ÿâÿâà ðàäèóñ â ω è, ñëåäîâàòåëíî |Pk−1Qk| = 2r = 2. Àíàëîãè÷íî, |QkPk+1| = 2r = 2.
Òàêà, íà âñåêè ïúò AP1P2 . . . P2018B ñ òúðñåíèòå â çàäà÷àòà ñâîéñòâà ñúïîñòàâÿìå íà÷óïå-

íèÿ ïúò A′P1Q2P3 . . . P2017Q2018B, ñúñòîÿù ñå îò 2019 ïîñëåäîâàòåëíè îòñå÷êè ñ äúëæèíà 2,
ñâúðçâàù A′

ñ òî÷êàòà B. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿáà, ÷å è îáðàòíîòî å âÿðíî, ò.å., ÷å íà âñåêè íà-

÷óïåí ïúò A′P1Q2P3 . . . P2017Q2018B, ñúñòîÿù ñå îò 2019 ïîñëåäîâàòåëíè îòñå÷êè ñ äúëæèíà

2 ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ïúò AP1P2 . . . P2018B ñ òúðñåíèòå â çàäà÷àòà ñâîéñòâà.

Òàêà, ïðå�îðìóëèðàõìå çàäà÷àòà äî: äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè òî÷êè B, êîèòî ìîãàò äà ñå

ñâúðæàò ñ A′
ïîñðåäñòâîì 2019-íà÷óïåí ïúò îò ïîñëåäîâàòåëíè îòñå÷êè ñ äúëæèíà 2. Ùå

äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å òúðñåíîòî ìíîæåñòâî îò òî÷êè çà n-íà÷óïåí ïúò, n ≥ 2 å êðúãúò
ñ öåíòúð A′

è ðàäèóñ 2n. Ïðè n = 2, àêî |A′B| > 4, òî îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

íÿìà êàê äà ñúùåñòâóâà 2-íà÷óïåí ïúò A′P1B, |A′P1| = |P1B| = 2. Îáðàòíî, ïðè |A′B| ≤ 4
ñúùåñòâóâà (ìîæå è èçðîäåí) ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê A′P1B ñ îñíîâà A′B è áåäðà ñ äúë-

æèíà 2. Î÷åâèäíî, òî÷êàòà A′
ñúùî å äîñòèæèìà. Ñ òîâà äîêàçàõìå áàçàòà íà èíäóêöèÿòà.

Ñåãà, íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n è äà ðàçãëåäàìå (n+1)-íà÷óïåíè ïúòèùà ñ íà÷àëî A′
.

Îòíîâî, àêî |A′B| > 2(n+1), òî÷êàòà B íÿìà êàê äà áúäå äîñòèæèìà, òúé êàòî äúëæèíàòà

íà íà÷óïåíèÿ ïúò å íå ïî-ìàëêà îò ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó êðàèùàòà ìó. Àêî |A′B| ≤ 2n, òî îò
èíäèêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, ñúùåñòâóâà n-íà÷óïåí ïúò A′P1Q2 . . . B. Âçèìàìå åäèí îò

äâàòà ðàâíîñòðàííè òðèúãúëíèêà A′CP1 ñ îñíîâà A′P1 è ñúçäàâàìå (n+1)-íà÷óïåíèÿò ïúò
A′CP1Q2 . . . B. Àêî 2n < |A′B| ≤ 2(n + 1), èçáèðàìå òî÷êàòà B1 îò îòñå÷êàòà A′B, òàêà ÷å

|A′B1 = 2(n− 1) è ñâúðçâàìå A′
ñ B1 ïîñðåäñòâîì ïðàâ (n− 1)-íà÷óïåí ïúò. Ñúãëàñíî ñëó-

÷àÿ n = 2, îò B1 äî B ñúùåñòâóâà 2-íà÷óïåí ïúò è, îáåäèíÿâàéêè äâàòà ïúòÿ, ïîñòðîèõìå

(n+ 1)-íà÷óïåí ïúò ìåæäó A′
è B. Ñ òîâà èíäóêöèÿòà å çàâúðøåíà.

Îêîí÷àòåëíî, òúðñåíîòî ìíîæåñòâî îò òî÷êè B å êðúã ñ öåíòúð òî÷êàòà A′(−1,−1), ñèìåò-
ðè÷íà íà A ñïðÿìî O è ðàäèóñ R = 2 · 2019 = 4038.
Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 1 ò. � çà âúâåæäàíåòî íà òî÷êèòå Qk è A′

; 3 ò. � çà äîêàçâàíå-

òî íà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó òúðñåíèòå ïúòèùà AP1 . . . P2018B è 2019-
íà÷óïåíèòå ïúòèùà A′P1Q2 . . . P2017Q2018B; 3 ò. � çà äîâúðøâàíå.
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Çàäà÷à 10. 1. Äàäåíè ñà êâàäðàòíèòå �óíêöèè

f(x) = x2 + ax+ b è g(x) = x2 + bx+ a

ñ ðåàëíè ïàðàìåòðè a è b. Èçâåñòíî å, ÷å óðàâíåíèåòî f(x)g(x) = 0 èìà ÷åòèðè ðàçëè÷íè

ðåàëíè êîðåíà è òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å 10. Àêî ãðà�èêèòå íà �óíêöèèòå f(x) è g(x) ñå
ïðåñè÷àò â åäèíñòâåíà òî÷êà A è òÿ å íà ðàçñòîÿíèå

√
65 îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà

ñèñòåìà, äà ñå íàìåðÿò a è b.
�åøåíèå. Íåêà x1 è x2 ñà êîðåíèòå íà f(x) = 0, à x3 è x4 � íà g(x) = 0. Îò �îðìóëèòå íà
Âèåò ïîëó÷àâàìå, ÷å x1x2 = b è x3x4 = a è ñëåäîâàòåëíî x1x2x3x4 = ab. Îò äðóãà ñòðàíà

x1, x2, x3, x4 ñà òî÷íî êîðåíèòå íà f(x)g(x) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ab = 10.
Ïðè a = b ãðà�èêèòå íà f è g ñúâïàäàò, òàêà ÷å ìîæå äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å a 6= b. Ñåãà
àêî A = (x0, y0), òî f(x0) = g(x0) = y0 è òúé êàòî a 6= b, ëåñíî íàìèðàìå, ÷å x0 = 1, à
y0 = a + b + 1. Íåêà B = (1, 0), à O = (0, 0) å íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Òîãàâà

△OAB å ïðàâîúãúëåí ñ êàòåòè OB = 1 è AB = |a+ b+1|. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð
|OA|2 = 1+(a+b+1)2. Îò äðóãà ñòðàíà |OA|2 = 65, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å (a+b+1)2 = 64,
òîåñò a+ b = 7 èëè a+ b = −9.
Â ñëó÷àÿ a+b = 7 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2−7t+10 = 0,
òîåñò {a, b} = {2, 5}. Òúé êàòî îáà÷å 22 − 4.5 < 0, òî åäíî îò äâåòå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 èëè

g(x) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Ñëåäîâàòåëíî {a, b} = {2, 5} íå å ðåøåíèå.

Â ñëó÷àÿ a+b = −9 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2+9t+10 = 0,

òîåñò {a, b} = {−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 }. ßñíî å, ÷å a < 0 è b < 0 è ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé

a2 − 4b > 0 è b2 − 4a > 0, òîåñò f(x) = 0 è g(x) = 0 èìàò ïî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà, à

òúé êàòî A å åäèíñòâåíàòà îáùà òî÷êà çà äâåòå ãðà�èêè è òÿ èìà y-êîîðäèíàòà |a+b+1| = 8,
òî f(x) = 0 è g(x) = 0 íÿìàò îáùè êîðåíè.

Îêîí÷àòåëíî: (a, b) = (−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 ) è (a, b) = (−9−
√
41

2 , −9+
√
41

2 ).
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 1 ò. � çà íàìèðàíå íà ab; 2 ò. � çà íàìèðàíå íà äâåòå âúçìîæíè

ñòîéíîñòè íà a+ b; ïî 1 ò. � çà íàìèðàíåòî íà êîðåíèòå íà âñÿêî îò äâåòå êâàäðàòíè óðàâ-

íåíèÿ; 1 ò. � çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10. 2. Òî÷êèòå P , Q è R ñúîòâåòíî îò ñòðàíèòå BC, CA è AB íà òðèúãúëíèê ABC
ñà òàêèâà, ÷å ïðàâèòå AP , BQ è CR ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà S. Àêî

SABS = SQSPC è

SARC

SBRC

=
|CA|4
|BC|4 ,

äà ñå äîêàæå, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ: a = |BC|, b = |AC| è ha, hb çà ñúîòâåòíèòå
èì âèñî÷èíè. Îò SABS = SQSPC ïîëó÷àâàìå SABP = SQBC , îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

BP.ha = CQ.hb ⇐⇒ BP =
hb
ha

.CQ ⇐⇒ BP =
a

b
.CQ.
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Àíàëîãè÷íî, îò SABS = SQSPC ïîëó÷àâàìå SABQ = SAPC è AQ =
b

a
.CP . Òúé êàòî

BP.CQ.AR

CP.QA.RB
=

a
b
.CQ.CQ

CP. b
a
.CP

.
AR

BR
=

a2CQ2

b2CP 2
.
b4

a4
=

(

a.CQ

b.CP

)2

îò òåîðåìàòà íà ×åâà çà △ABC ïîëó÷àâàìå

CQ

CP
=

b

a
. Ñëåäîâàòåëíî CP.a = CQ.b, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêà ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 1 ò. � çà BP =
a

b
.CQ; 1 ò. � çà AQ =

b

a
.CP ; 3 ò. � çà

BP.CQ.AR

CP.QA.RB
=

(

a.CQ

b.CP

)2

; 1 ò. � çà CP.a = CQ.b è èçâîäà, ÷å ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

Çàäà÷à 10. 3. Íåêà {xn}∞n=0 å ðåäèöàòà:

x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = 3xn+1 + xn çà n ≥ 0.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p ∈ [2000; 2100], ÷èéòî äåñåòè÷åí çàïèñ çàâúðøâà íà 9
è p|xp−1.

�åøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå çà {xn}∞n=0 å t2 − 3t − 1 = 0 ñ êîðåíè t1 = 3+
√
13

2

è t2 = 3−
√
13

2 . Òîãàâà îò óñëîâèÿòà x0 = 0 è x1 = 1 ëåñíî íàìèðàìå, ÷å îáùèÿò ÷ëåí íà

ðåäèöàòà {xn} å:

xn =
1√
13

(tn1 − tn2 ) =
1

2n−1
√
13

∑

k:2k+1≤n

(

n

2k + 1

)

3n−2k−1
√
13

2k+1

=
1

2n−1

∑

k:2k+1≤n

(

n

2k + 1

)

3n−2k−113k.

Ñëåäîâàòåëíî àêî 13|xn, òî 13|n.
Íåêà ñåãà n = p− 1 è p > 3. Òîãàâà xn ≡ 0 (mod p) òî÷íî êîãàòî 2n−1xn ≡ 0 (mod p). Îñâåí
òîâà ëåñíî íàìèðàìå, ÷å

(

p−1
2k+1

)

≡ (−1)p−1−2k−1 (mod p). Îòòóê ñëåäâà, ÷å xp−1 ≡ 0 (mod p)
òî÷íî êîãàòî:

∑

k:2k+1≤p−1

(−1)p−2k−213k3p−2k−2 ≡ 0 (mod p).

Îòòóê íàìèðàìå, òúé êàòî p > 3, ÷å 13
p−1
2 − 3p−1 ≡ 0 (mod p). Ñëåäîâàòåëíî 13

p−1
2 ≡ 1

(mod p), òîåñò 13 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p. Îò òåîðåìàòà íà �àóñ çíàåì, ÷å

(13
p
)( p

13 )(−1)
(13−1)(p−1)

2 = 1, òîåñò (13
p
)( p

13 ) = 1. Ñëåäîâàòåëíî 13 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî

ìîäóë p òî÷íî êîãàòî p å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë 13. Òúé êàòî êâàäðàòè÷íèòå îñ-

òàòúöè ïî ìîäóë 13 ñà 1, 3, 4,−1,−3,−4, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å p ≡ 1, 3, 4,−1,−3,−4 (mod 13).
Â èíòåðâàëà [2000; 2100] èìà äåñåò ÷èñëà, êîèòî çàâúðøâàò íà 9. Îò òàáëèöà 1 ñå âèæäà,

÷å îò òÿõ ñàìî 2019, 2029, 2079 è 2089 äàâàò äîïóñòèìè îñòàòúöè ïî ìîäóë 13. Îñâåí òîâà
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÷èñëî 2009 2019 2029 2039 2049 2059 2069 2079 2089 2099

(mod 13) -6 4 1 -2 -5 5 2 -1 -4 6

Òàáëèöà 1:

7 11 17 19 23 29 31 37 41 43

2029 6 5 6 15 5 21 14 31 20 8

60 −3 −6 −9 −3 −9 −27 −2 −14 −22 −26

2089 3 −1 −3 12 −4 −6 12 17 −2 −18

Òàáëèöà 2:

î÷åâèäíî 2019 è 2079 ñå äåëÿò íà 3, òîåñò íå ñà ïðîñòè. Íàêðàÿ ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å 2029 è
2089 ñà ïðîñòè, âæ. òàáëèöà 2, êîÿòî ïîêàçâà êàêâè îñòàòúöè äàâàò äâåòå ÷èñëà ïðè äåëåíèå
íà ïðîñòèòå ÷èñëà ïî-ìàëêè îò 46 (462 = 2136) è ðàçëè÷íè îò 2, 3, 5 è 13, êîèòî î÷åâèäíî

íå äåëÿò 2029 è 2089. Îêîí÷àòåëíî p = 2029 è p = 2089.

Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 1 ò. � çà íàìèðàíå íà ÿâíèÿ âèä íà xn; 2 ò. � çà 13
p−1
2 ≡ 1 (mod p);

3 ò. � çà p ≡ 1, 3, 4,−1,−3,−4 (mod 13); 1 ò. � çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10. 4. Â åäíî ó÷èëèùå, â øêîëàòà çà äåñåòè êëàñ ïî ìàòåìàòèêà ó÷àñòâàò 22-àìà
äåñåòîêëàñíèöè. Íÿêîè îò òÿõ ñà ïðèÿòåëè â íîâàòà ñîöèàëíà ïëàò�îðìà �ðà�íåò, à äðóãè

� íå.

Èçâåñòíî å, ÷å ðúêîâîäèòåëÿò íà øêîëàòà íå ìîæå äà äàäå çà äîìàøíî 10 ðàçëè÷íè çàäà÷è,

ïî åäíà íà âñåêè ó÷åíèê, òàêà ÷å âñåêè äâàìà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò äà ïîëó÷àò ðàçëè÷íà

çàäà÷à.

Äà ñå íàìåðè âúçìîæíî íàé-ãîëåìèÿò áðîé ãðóïè îò äåñåòîêëàñíèöè, íèêîè äâàìà îò êîèòî

íå ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò, çà êîèòî òîâà ìîæå äà ñå ñëó÷è.

�åøåíèå.

Ïúðâè íà÷èí: Äà ðàçãëåäàìå ãðà� G = (V,E) ñ n = 22 âúðõà � ó÷åíèöèòå â 10 êëàñ, êîèòî

ïîñåùàâàò øêîëàòà è ðåáðà � ïðèÿòåëñòâàòà â ïëàò�îðìàòà �ðà�íåò. Ùå êàçâàìå, ÷å åäíî

ìíîæåñòâî îò âúðõîâå S ⊆ V å íåçàâèñèìî, àêî íèêîè äâà âúðõà â S íå ñà ñúñåäíè � òîâà

ñúîòâåòñòâà íà ñèòóàöèÿòà, â êîÿòî íèêîè äâàìà ó÷åíèöè îò S íå ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò.

Ëåìà: Íåêà G = (V,E) ñ n âúðõà, çà êîéòî ïðè âñÿêà îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå â k öâÿòà

èìà ïîíå äâà åäíîöâåòíè âúðõà, ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Òîãàâà áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà

â G å íàé-ìíîãî (k + 2)2n−k−1
.

Äà äîïóñíåì, ÷å ëåìàòà å äîêàçàíà. Òîãàâà, çà íàøèÿ ãðà�, äà äîïóñíåì, ÷å ó÷åíèöèòå ìîãàò

äà áúäàò �îöâåòåíè� â k = 10 öâÿòà òàêà, ÷å íèêîè äâàìà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò äà íå ïîëó÷àò
åäèí è ñúù öâÿò. Òîãàâà ðúêîâîäèòåëÿò ìîæå äà äàäå 10 çàäà÷è ïî åäíà íà âñÿêà ãðóïà îò

ó÷åíèöè, êîèòî èìàò åäèí è ñúù öâÿò. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Òîâà

ïîêàçâà, ÷å óñëîâèÿòà íà ëåìàòà ñà èçïúëíåíè ñ k = 10, n = 22 è ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà

íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà å íàé-ìíîãî (10 + 2)222−10−1 = 12.211 = 24576.
(Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà:) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 2 å
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íåîáõîäèìî k = 1, òîåñò èìàìå äâà âúðõà {v1, v2}, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî è ëåñíî ñå

âèæäà, ÷å íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà ñà ∅, {v1}, {v2}, îáùî 3 = (1 + 2)22−1−1
.

Çà èíäóêòèâíàòà ñòúïêà, äà ðàçãëåäàìå ãðà� G ñ ìíîæåñòâî îò âúðõîâå V , êàòî |V | = N , çà

êîéòî âñÿêî îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå â K öâÿòà âîäè äî ñúùåñòâóâàíåòî íà äâà åäíîöâåòíè

âúðõà, ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Íåêà A å ìàêñèìàëíîòî íåçàâèñèìî ìíîæåñòâî îò âúðõîâå íà

äàäåíèÿ ãðà� è |A| = s. Â ãðà�à ñ âúðõîâå V \ A âñÿêî îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå â K − 1
âúðõà âîäè äî ñúùåñòâóâàíåòî íà äâà åäíîöâåòíè âúðõà, ñâúðçàíè ñ ðåáðî (â ïðîòèâåí

ñëó÷àé ùå îöâåòèì âñè÷êè âúðõîâå íà A â åäèí öâÿò, à âúðõîâåòå íà V \ A â îñòàíàëèòå

K − 1 öâÿòà).
Ñïîðåä èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà â V \ A å ðàâåí íà

(K + 1)2N−s−K
. Òúé êàòî âñåêè âðúõ îò V \ A å ñâúðàí ñ ïîíå åäèí âðúõ îò A (ïîðàäè

ìàêñèìàëíîñòòà íà A), òî âñÿêî íåçàâèñèìî ìíîæåñòâî â V \ A, ðàçëè÷íî îò ïðàçíîòî,

ìîæå äà áúäå ðàçøèðåíî (âêëþ÷èòåëíî ñ ïðàçíîòî ìíîæåñòâî) ïî 2s−1
íà÷èíà. Ïðàçíîòî

ìíîæåñòâî ìîæå äà áúäå ðàçøèðåíî ïî 2s íà÷èíà. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå

ìíîæåñòâà å íàé-ìíîãî:

((K + 1)2N−s−K − 1)2s−1 + 2s = (K + 1)2N−K−1 − 2s−1 + 2s = (K + 1)2N−K−1 + 2s−1.

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å s ≤ N −K, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé ìîæåì äà îöâåòèì âñåêè îò

âúðõîâåòå íà V \A (òå ñà íàé-ìíîãî K − 1) â ðàçëè÷åí öâÿò, à âñè÷êè âúðõîâå íà A â åäèí

öâÿò. Ñëåäîâàòåëíî

(K + 1)2N−K−1 + 2s−1 ≤ (K + 2)2N−K−1.

Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà.

Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà ìíîæåñòâàòà, êîèòî íè èíòåðåñóâàò å íàé-ìíîãî 12.211. Îò äðóãà

ñòðàíà, àêî íîìåðèðàìå ó÷åíèöèòå îò 1, 2, . . . , 22 è i è j ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò òî÷íî

êîãàòî i 6= j è i ≤ 11, è j ≤ 11, òî:

1. ðúêîâîäèòåëÿò íà øêîëàòà òðÿáâà äà äàäå ïîíå 11 çàäà÷è, çàùîòî èíà÷å íÿêîè äâàìà

îò 1, 2, . . . , 11 ùå ïîëó÷àò åäíà è ñúùà.

2. çà âñÿêî ïîäìíîæåñòâî S ⊆ {12, . . . , 22}, èìàìå, ÷å S, S∪{1}, . . . , S∪{11} ñà ìíîæåñòâà
îò ó÷åíèöè, íèêîè äâàìà îò êîèòî íå ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò. Òàêà âñè÷êè ìíîæåñòâà

ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà ñà (ïîíå) 211.(1 + 11) = 12.211.

Âòîðè íà÷èí: Äà ðàçãëåäàìå ãðà� G = (V,E) ñ n = 22 âúðõà � ó÷åíèöèòå â 10 êëàñ, è ðåáðà
� ïðèÿòåëñòâàòà â ïëàò�îðìàòà �ðà�íåò.

Ùå êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâî îò âúðõîâå å íåçàâèñèìî, àêî íèêîè äâà âúðõà íå ñà ñâúðçàíè ñ

ðåáðî, êîåòî ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà ãðóïà îò ó÷åíèöè, íèêîé äâàìà îò êîèòî íå ñà ïðèÿòåëè

â �ðà�íåò. Òîãàâà îò óñëîâèåòî çíàåì, ÷å àêî C1 ∪ C2 · · · ∪ Ck = V è Ci ñà íåçàâèñèìè, òî

k ≥ 11 = n
2 .

Èäåÿòà å ñëåäíàòà: àêî âñÿêî ðàçáèâàíå íà íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà å ãîëÿìî, òî ìåæäó òÿõ

èìà ðåáðà, êîèòî íå äîïóñêàò ñúçäàâàíåòî íà òâúðäå ìíîãî íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà.
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�îðíîòî å ìíîãî ãðóáî. Çà íåãîâîòî èçÿñíÿâàíå ùå ñå íóæäàåì îò ñëåäíîòî ïîíÿòèå. �àçáè-

âàíå C = {Ci}ki=1 íà V íà íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà ùå íàðè÷àìå äîáðî, àêî çà âñåêè i < j ≤ k
çà âñåêè âðúõ u ∈ Ci èìà âðúõ v ∈ Cj , êîéòî å ñúñåä íà u.

1. G äîïóñêà äîáðî ðàçáèâàíå.

2. àêî C = {Ci}ki=1 å äîáðî ðàçáèâàíå çà G, òî áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà â G å

íå ïîâå÷å îò:

(k + 1)2n−k.

Çà ïúðâàòà ÷àñò, äà ðàçãëåäàìå çà âñÿêî ðàçáèâàíå C = {Ci}ki=1 âåëè÷èíàòà:

g(C) =
k

∑

i=1

|Ci|2.

Íåêà C å ðàçáèâàíå ñ ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò íà g(C). ßñíî å, ÷å òàêîâà èìà, çàùîòî, g(C) ≤
|V |2 = n2

è ïðèåìà ñàìî öåëè ñòîéíîñòè. Çà òàêîâà ðàçáèâàíå C = {Ci}ki=1 äà ïîäðåäèì

ìíîæåñòâàòà â íàðàñòâàù ðåä ïî ãîëåìèíà, òîåñò:

|C1| ≤ |C2| ≤ · · · ≤ |Ck|.

Äà äîïóñíåì, ÷å C íå å äîáðî. Òîãàâà èìà i < j è âðúõ u ∈ Ci, êîéòî íå å ñâúðçàí ñ íèêîé

âðúõ â Cj . Òîãàâà C′ = {C ′
l}kl=1 ñ:

C ′
l =











Cl, àêî l 6= i, j

Cj ∪ {u}, àêî l = j

Ci \ {u} àêî l = i

å ðàçáèâàíå êàòî î÷åâèäíî C ′
j å íåçàâèñèìî, îòêúäåòî C′

å ðàçáèâàíå íà íåçàâèñèìè ìíî-

æåñòâà. Îñâåí òîâà:

g(C′)− g(C) = |C ′
j |2 + |C ′

i|2 − |Cj |2 − |Ci|2 = 2|Cj | − 2|Ci + 2 ≥ 2.

Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íà C.
Ñåãà çà âòîðàòà ÷àñò. Íåêà C = {Ci}ki=1 å äîáðî ðàçáèâàíå. Òîãàâà âñÿêî íåçàâèñèìî ìíî-

æåñòâî S ⊆ V ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ñå÷åíèÿòà:

S ∩Ci çà i ≤ k.

Ñúùåñòâåíîòî å, ÷å àêî S ∩Ci 6= ∅, òî S ∩Cj ìîæå äà çàåìà íàé-ìíîãî 2|Cj |−1
ñòîéíîñòè çà

j > i, çàùîòî âñåêè åëåìåíò îò S ∩ Ci �çàáðàíÿâà� ïîíå åäèí åëåìåíò îò S ∩Cj çà j > i.
Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà S å íå ïîâå÷å îò:

k−1
∑

i=1

(2|Ci| − 1)

k
∏

j=i+1

2|Cj |−1 + 2|Ck|.
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Íåêà ci = |Ci|. Òîãàâà òúðñèì íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà:

f(c1, c2, . . . , ck) =
k−1
∑

i=1

(2ci − 1)
k
∏

j=i+1

2cj−1 + 2ck

ïðè îãðàíè÷åíèÿ 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ ck è

∑k
i=1 ci = n. Äà äîïóñíåì, ÷å èìà cj > 1 çà íÿêîå

j < k. Òîãàâà, àêî âçåìåì íàé-ìàëêîòî òàêîâà j = j0 è äå�èíèðàìå:

c′i =











ci àêî i 6= j0, k

ci − 1 àêî i = j0

ci + 1 àêî i = k,

òî ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å (2ci − 1)
∏k

j=i+1 2
cj−1 = (2c

′

i − 1)
∏k

j=i+1 2
c′j−1

çà i < j0. Îñâåí òîâà:

(2ci − 1)
k
∏

j=i+1

2cj−1 < (2c
′

i − 1)
k
∏

j=i+1

2c
′

j−1

ïðè k ≥ i > j0 + 1. Íàêðàÿ îñòàíà äà çàáåëåæèì, ÷å:

(2cj0 − 1)

k
∏

j=j0+1

2cj−1 + (2cj0+1 − 1)

k
∏

j=j0+2

2cj−1 = 2cj0
k
∏

j=j0+1

2cj−1 + (2cj0+1−1 − 1)

k
∏

j=j0+2

2cj−1

= 2
c′j0

k
∏

j=j0+1

2c
′

j−1 + (2cj0+1−1 − 1)

k
∏

j=j0+2

2cj−1

≤ 2
c′j0

k
∏

j=j0+1

2c
′

j−1 + (2
cj′0+1−1 − 1)

k
∏

j=j0+2

2c
′

j−1,

êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å cj0+1 = c′j0+1 ≥ cj0 ≥ 2 è ñëåäîâàòåëíî 2
cj′0+1−1 − 1 ≥ 1. Ïðè

j0 = k−1 ðàçñúæäåíèåòî å ñúùîòî. Ñëåäîâàòåëíî, f(c1, . . . , ck) ≤ f(c′1, . . . , c
′
k). Òîâà ïîêàçâà,

÷å àêî íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà f(c1, . . . , ck) ñå äîñòèãà ïðè c1 = c2 = · · · = ck−1 = 1 è

ck = n− (k − 1). Ïðè òåçè ñòîéíîñòè ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å:

f(1, . . . , 1, n − k + 1) = (k − 1)2n−(k−1)−1 + 2n−(k−1) = (k + 1)2n−k.

Ñåãà ïðè k = 11 è n = 22 ïîëó÷àâàìå, ÷å f(1, . . . , 1, 12) = 12.211 = 24576. Îò äðóãà ñòðàíà

ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî |C1| = |C2| · · · = |C10| = 1 è |C11| = 12, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà 10
ó÷åíèêà, êîèòî ñå ïîçíàâàò ïî ìåæäó ñè è åäèí è ñúù îò îñòàíàëèòå 12, òî îöåíêàòà ñå

äîñòèãà.

Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 1 ò. � çà âúâåæäàíå íà äîáðî ðàçáèâàíå; 2 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî,

÷å äîáðî ðàçáèâàíå èìà; 2 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà íå
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íàäâèøàâà f(c1, c2, . . . , ck); 2 ò. � çà íàìèðàíå íà ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f è äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11. 1. Äàäåí å △ABC. Íåêà <) ACB = 45◦, AB =
√
2 è BM = m, êúäåòî M å

ñðåäàòà íà AC.
a) Àêî α =<) BAC, äà ñå èçðàçè m êàòî �óíêöèÿ íà ctgα.
á) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà m, çà êîèòî <) BAC å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí.

�åøåíèå. Íåêà <) BAC = α. Òúðñèì îíåçè ñòîéíîñòè íà m, çà êîèòî α ∈ (0; 135◦) å

åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí.

à) Ïî ñèíóñîâà òåîðåìà íàìèðàìå, ÷å |BC| = 2 sinα, à |AC| = 2 sin(45◦ + α). Ñåãà îò �îð-

ìóëàòà çà äúëæèíà íà ìåäèàíà èìàìå, ÷å:

m2 = |BM |2 = 2|AB|2 + 2|BC|2 − |AC|2
4

= 1 + 2 sin2 α− sin2(45◦ + α).

Àêî ïîëîæèì ctg α = t, òî t ∈ (−1,+∞) è îò ðàâåíñòâàòà sin2 α =
sin2 α

cos2 α+ sin2 α
=

1

t2 + 1
è

sin2(45◦+α) =
1 + sin 2α

2
=

(t+ 1)2

2(t2 + 1)
ñëåä êðàòêè ïðåîáðàçóâàíèÿ äîñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

m =

√

t2 − 2t+ 5

2(t2 + 1)
.

á) Èçðàçúò îò ïîäòî÷êà à) å åêâèâàëåíòåí íà

(1− 2m2)t2 − 2t+ 5− 2m2 = 0.

Íåêà f(t) = (1−2m2)t2−2t+5−2m2
. Áðîÿò ðàçëè÷íè úãëè <) BAC îòãîâàðÿ íà áðîÿ ðåøåíèÿ

íà óðàâíåíèåòî â èíòåðâàëà t ∈ (−1,+∞). Òàêà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå ñòîéíîñòèòå
íà ïàðàìåòúðà m, çà êîèòî f(t) = 0 èìà åäèíñòâåí êîðåí t ∈ (−1,+∞). Àêî �óíêöèÿòà å

ëèíåéíà, òî 1 − 2m2 = 0, m =

√
2

2
è åäèíñòâåíèÿò êîðåí å t = 2 > −1. Àêî D = 1 − (5 −

2m2)((1− 2m2) = 0, òî m2 =
3±

√
5

2
⇒ m =

√
5± 1

2
, êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ äâîéíèÿò êîðåí

å â æåëàíèÿ èíòåðâàë. Àêî ïúê D > 0, òî å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî f(−1).(1 − 2m2) ≤ 0,

ò.å. (8 − 2m2)(1 − 2m2) ≤ 0 ⇔ m ∈
(

1√
2
, 2

]

. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å <) BAC å

åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî m ∈
[√

2

2
,
√
2

]

∪
{√

5− 1

2
,

√
5 + 1

2

}

.
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Çàáåëåæêà. Ïîäòî÷êà á) ìîæå äà áúäå ðåøåíà è

ñèíòåòè÷íî, êàòî ñå ïîñòðîè öåíòúðà O íà îïè-

ñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò è ñðåäàòà N íà

AB. Òîãàâà M è N ëåæàò íà îêðúæíîñòòà ω ñ

äèàìåòúð AO. Íåùî ïîâå÷å, îò óñëîâèåòî èìàìå,

÷å <) AON =<) ACB = 45◦ è ñëåäîâàòåëíî △AON
å ðàâíîáåäðåí ïðàâîúãúëåí, ò.å. AO =

√
2AN = 1.

Â ñúùîòî âðåìå, M ëåæè è íà îêðúæíîñòòà ωb

ñ öåíòúð B è ðàäèóñ m. Ñëåäîâàòåëíî å äîñòà-

òú÷íî äà íàìåðèì ñòîéíîñòèòå íà m, çà êîèòî

ωb ïðåñè÷à äúãàòà

)

AON â åäèíñòâåíà òî÷êà M .

b

A
b

B

bcO

b
C

b
M

b

N

45◦

bc

W

bQ

b P

45◦

Íåêà W e öåíòúðúò íà ω è BW ïðåñè÷à ω â òî÷êèòå P è Q êàêòî å èçîáðàçåíî íà ÷åð-

òåæà. Îò åäíà ñòðàíà, BP.BQ = BN.BA = 1, à îò äðóãà, BP.BQ = BP (BP + 1) è

ñëåäîâàòåëíî BP =

√
5− 1

2
, BQ =

√
5 + 1

2
. Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å <) BAC å

åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî m ∈
[√

2

2
,
√
2

]

∪
{√

5− 1

2
,

√
5 + 1

2

}

.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): à) 2 ò.; á) 1 ò. � çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî êâàäðàòíî óðàâíåíèå

ñ åäèíñòâåí êîðåí; 2 ò. � çà m ∈ [
√
2/2,

√
2]; 1 ò. � çà m = (

√
5− 1)/2 è m = (

√
5 + 1)/2.

Çàäà÷à 11. 2. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
x + y = 3√
y + z = 3−

√
2√

z + x =
√
2

.

�åøåíèå. Íå å òðóäíî äà ñå çàáåëåæè, ÷å

x = 1, y = 2, z = 3− 2
√
2

å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà.

Îò óñëîâèåòî ñëåäâà,÷å x, y, z ∈ [0,+∞). Äà çàáåëåæèì, ÷å â èíòåðâàëà [0,+∞) �óíêöèèòå
f(t) =

√
t è g(t) = t ñà ðàñòÿùè. Äà äîïóñíåì, ÷å ñèñòåìàòà èìà äâå ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ

(x0, y0, z0) è (x1, y1, z1). Íåêà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà x0 < x1. Îò òîâà, ÷å
√
x è y ñà

åäíîâðåìåííî ðàñòÿùè ñëåäâà, ÷å y0 > y1. Ïîâòàðÿéêè òîçè àðãóìåíò, ïîëó÷àâàìå z0 < z1
è x0 > x1, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = 1, y = 2,
z = 3− 2

√
2.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 2 ò. � çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå; 4 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å òîâà å

åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå.

14



Çàäà÷à 11. 3. Íåêà {xn}∞n=0 å ðåäèöàòà:

x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = 3xn+1 + xn çà n ≥ 0.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p ∈ [2000; 2100], ÷èéòî äåñåòè÷åí çàïèñ çàâúðøâà íà 9
è p|xp−1.

�åøåíèå. Âèæ ðåøåíèåòî íà çàäà÷à 10.3.

Çàäà÷à 11. 4. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëo. �àçãëåæäàìå ìíîæåñòâàòà

X = {x = (x1, x2, x3) | xi ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, x 6= (0, 0, 0)

è ïúðâàòà ðàçëè÷íà îò 0 êîîðäèíàòà íà x e 1} è
Y = {y = (y1, y2, y3) | yi ∈ {p, p + 1, . . . , 2p− 1}, y 6= (p, p, p)

è ïúðâàòà ðàçëè÷íà îò p êîîðäèíàòà íà y e p+ 1}.
Íåêà G = (V,E) å ãðà� ñ ìíîæåñòâî îò âúðõîâå V = X ∪ Y è ìíîæåñòâî îò ðåáðà

E = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y, x1y1 + x2y2 + x3y3 ≡ 0 (mod p)}.

Åäíî ìíîæåñòâî îò âúðõîâå U (U ⊆ V ) ùå íàðè÷àìå ïðåäñòàâèòåëíî çà V , àêî âñåêè

âðúõ îò V ñå ñúäúðæà â U èëè e ñúñåäåí (ñâúðçàí ñ ðåáðî) ñ âðúõ îò U . Äà ñå íàìåðè

ìèíèìàëíèÿò áðîé âúðõîâå â åäíî ïðåäñòàâèòåëíî ìíîæåñòâî çà V .
�åøåíèå. Ëåñíî ïðåñìÿòàìå, ÷å |X| = |Y | = p2 + p + 1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å G å äâóäåëåí

ãðà� ñ 2(p2 + p + 1) âúðõà. Íåùî ïîâå÷å, âñåêè âðúõ îò X å ñúñåäåí íà òî÷íî p + 1 âúðõà

îò X è îáðàòíî. Îñâåí òîâà, êîè äà å äâà âúðõà X (ñúîòâåòíî îò Y ) èìàò òî÷íî åäèí îáù

ñúñåäåí âðúõ (çàùî?).

Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ìíîæåñòâîòî U = A ∪B, êúäåòî

A = {(1, α, 0) | α = 0, 1, . . . , p− 1} ⊂ X,

B = {(1, 0, β) | β = p, p+ 1, . . . , 2p − 1} ⊂ Y

å ïðåäñòàâèòåëíî. Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò ìèíèìàëåí áðîé âúðõîâå íå íàäõâúðëÿ 2p.
Íåêà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïðåäñòàâèòåëíî ìíîæåñòâî U çà V ñ áðîé åëåìåíòè |U | ≤
2p−1, êîåòî èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà |A∩U | ≤
p− 1. Òîãàâà ñúñåäíèòå íà åëåìåíòèòå íà U , ëåæàùè â A ñà íå ïîâå÷å îò (p+1)+ (p− 2)p =
p2 − p+ 1 (âñåêè âðúõ èìà p+ 1 ñúñåäíè, à âñåêè âðúõ îò U ñëåä ïúðâèÿ äîáàâÿ íå ïîâå÷å

îò p íîâè ñúñåäíè). Ñåãà

|B ∩ U | ≥ (p2 + p+ 1)− (p2 − p+ 1) = 2p,

îòêúäåòî

|U | = |A ∩ U |+ |B ∩ U | ≥ 2p,
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êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå è ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò ìèíèìàëåí áðîé âúðõîâå å òî÷íî 2p.
Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 3ò. � çà ïðåäñòàâåíà êîíñòðóêöèÿ ñ 2p âúðõà; 3 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî
çà íåñúùåñòâóâàíå íà ìíîæåñòâî U ñ U ≤ 2p− 1; 7 ò. çà ïúëíî äîêàçàòåëñòâî.

Çàäà÷à 12. 1. Íåêà a1, a2, . . . å òàêàâà ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà, ÷å

an+1 =
1

4
+

cos(πan)

6
, ∀n ∈ N.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà å ñõîäÿùà è äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà �è.

�åøåíèå. Èìàìå, ÷å

(∗) an+1 −
1

3
=

cos(πan)− cos(π/3)

6
=

1

3
sin

π(an − 1/3)

2
sin

π(an + 1/3)

2
.

Çà q = π/6 ∈ (0, 1) ñëåäâà, ÷å |an+1 − 1/3| ≤ q|an − 1/3|, îòêúäåòî |an+1 − 1/3| ≤ qn|a1 − 1/3|
è çíà÷è lim

n→∞
an = 1/3.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 3 ò. çà (∗) è 3 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12. 2. Íåêà O å öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî îñòðîúãúëåí △ABC, à
M è N a ñðåäèòå íà ñòðàíèòå AB è BC. Ïðàâàòà CO ðàçïîëîâÿâà îòñå÷êàòà MN. Äà ñå

íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà <) BAC.
�åøåíèå. Àêî K = CO ∩MN, òî

MK

sin <) MOK
=

MO

sin <) MKO
,

NK

sin <) NOK
=

NO

sin <) NKO

è çíà÷è

1 =
MK

NK
=

MO

NO
.
sin <) MOK

sin <) NOK
=

cos γ

cosα
.
sin(α− β)

sinα

=
sin(α− β + γ) + sin(α− β − γ)

sin 2α
=

sin 2β − sin 2α

sin 2α
.

Ïîíåæå α > β è γ < 90◦, òî α > 45◦. Àêî α < 75◦, ñëåäâà, ÷å sin 2β = 2 sin 2α > 1 �

ïðîòèâîðå÷èå.

È òàêà, α ≥ 75◦. Ïðè α = 75◦ íàìèðàìå, ÷å β = 45◦ è γ = 60◦, êàòî ïî îáðàòíèÿ ïúò ñëåäâà,

÷å òðèúãúëíèê ñ òåçè úãëè èçïúëíÿâà äàäåíîòî óñëîâèå.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 3 ò. çà sin 2β = 2 sinα è 3 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12. 3. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà

ñòîéíîñò íà ñóìà îò âèäà

n
∑

i=1

ai(2 + ai−1)(ai − ai−1),
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êúäåòî a0 = 0, an = 1 è a1, . . . , an−1 ∈ [0, 1].
�åøåíèå. Íåêà S å äàäåíàòà ñóìà. Ïîíåæå

(1) 2a(a − b) = a2 − b2 + (a− b)2, (2) 3ab(a− b) = a3 − b3 − (a− b)3, òî

(3) S = 4/3 +
n
∑

i=1

[(ai − ai−1)
2 − (ai − ai−1)

3/3].

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å (4) �óíêöèÿòà f(x) = x2 − x3/3 å èçïúêíàëà ïðè x ≤ 1 (òîâà

ñëåäâà è îò f ′′(x) = 2− 2x). Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî íà Éåíñåí ïîêàçâà, ÷å

(5) S ≥ 4

3
+ n

(

1

n2
− 1

3n3

)

=
(n+ 1)(4n − 1)

3n2
,

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè ai = i/n, 0 ≤ i ≤ n.
Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): ïî 2 ò. çà (1) è (2), è ïî 1 ò. çà (3), (4) è (5).

Çàäà÷à 12. 4. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëo. �àçãëåæäàìå ìíîæåñòâàòà

X = {x = (x1, x2, x3) | xi ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, x 6= (0, 0, 0)

è ïúðâàòà ðàçëè÷íà îò 0 êîîðäèíàòà íà x e 1} è
Y = {y = (y1, y2, y3) | yi ∈ {p, p + 1, . . . , 2p− 1}, y 6= (p, p, p)

è ïúðâàòà ðàçëè÷íà îò p êîîðäèíàòà íà y e p+ 1}.
Íåêà G = (V,E) å ãðà� ñ ìíîæåñòâî îò âúðõîâå V = X ∪ Y è ìíîæåñòâî îò ðåáðà

E = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y, x1y1 + x2y2 + x3y3 ≡ 0 (mod p)}.

Åäíî ìíîæåñòâî îò âúðõîâå U (U ⊆ V ) ùå íàðè÷àìå ïðåäñòàâèòåëíî çà V , àêî âñåêè âðúõ

îò V ñå ñúäúðæà â U èëè e ñúñåäåí (ñâúðçàí ñ ðåáðî) ñ âðúõ îò U . Äà ñå íàìåðè ìèíèìàë-

íèÿò áðîé âúðõîâå â åäíî ïðåäñòàâèòåëíî ìíîæåñòâî çà V .
�åøåíèå. Âèæ ðåøåíèåòî íà çàäà÷à 11.4.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1, 8.2 � Òàíÿ Ñòîåâà; 8.3, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 9.1, 9.2

� Äèàíà Äàíîâà; 9.3 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ è Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ; 9.4 � Êèðèë Áàíãà÷åâ è

Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ; 10.1, 10.3, 10.4 � Ñòå�àí �åðäæèêîâ; 10.2 � Åìèë Êîëåâ; 11.1 � Ñòîÿí

Áîåâ; 11.2, 11.4 � Èâàí Ëàíäæåâ; 12.1, 12.2, 12.3 � Íèêîëàé Íèêîëîâ;
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