
Задача 12.1. Синусите на три различни ъгъла от интервала [0, 2π] образуват арит-
метична прогресия. Да се докаже, че техните косинуси не могат да образуват арит-
метична прогресия в същия ред.

Решение. Да допуснем противното, т.е. има три различни числа x, y, z ∈ [0, 2π], за
които sin x + sin y = 2 sin z и cos x + cos y = 2cos z. Като повдигнем тези равенства на
квадрат и ги съберем почленно, получаваме, че cos(x−y) = sinx sin y +cos x cos y = 1.
Можем да считаме, че x > y. Понеже x − y ∈ (0, 2π], то x = 2π, y = 0. Toгава z = x

или z = y, което е противоречие.
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Задачите са предложени от:

Александър Иванов – 11.4 (12.4);

Николай Николов – 12.1, 12.2, 12.3.

n+f(2015), а от уравнението от условието при m = 1 имаме n+f(2015) = f(1+fk(n)).
Получихме равенството f(2015 + nr) = f(1 + fk(n)) и ако допуснем, че f(n1) = f(n2)
за n1 6= n2, от условието ще имаме

n1 + f(m + 2014) = f(m + fk(n1)) = f(m + fk(n2)) = n2 + f(m + 2014),

т.е. n1 = n2, което е противоречие. Следователно

(1) fk(n) = 2014 + nr

за всяко n. От (1) и от условието имаме

(2) f(m + nr + 2014) = n + f(m + 2014).

Освен това fk+1(n) = f(fk(n)) = f(2014 + nr), а от друга страна fk+1(n) = fk(f(n)) =
2014 + f(n)r, откъдето

(3). f(2014 + nr) = 2014 + f(n)r

От (3) при замяна на n с n + 1 и от (2) при m = r намираме

(4) f(nr + r + 2014) = rf(n + 1) + 2014 = n + f(r + 2014),

откъдето следва, че r дели n+f(r+2014)−2014 за всяко n. Това е възможно само при
r = 1 и заместване в (4) дава f(n + 1) = n + f(2015)− 2014 = n + 1 + f(2015)− 2015 =
n + 1 + c, т.е. f(n) = n + c при n ≥ 2 и c = f(2015) − 2015. При n = 1 в (3) имаме
f(1) = f(2015) − 2014 = 1 + f(2015) − 2015 = 1 + c. Следователно f(n) = n + c за

2014

k
всяко n. Оттук и от (1) имаме fk(n) = n + kc = n + 2014, т.е. c = . Директно се

проверява, че когато k дели 2014 функцията f(n) = n + c удовлетворява уравнението
от условието. Когато k не дели 2014 такава функция не съществува.

Оценяване. (7 точки) 1 т. за деклариран верен отговор; най-много 2 т. за съществени
наблюдения, които не водят до решение.
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