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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî x4 + x3 + x+ 1 = 10x2.

à) Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî èìà 4 ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà.

á) Íåêà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî ñà x1 < x2 < x3 < x4. Ñúñòàâåòå óðàâíåíèå îò âèäà

y4 + ay3 + by2 + cy + d = 0 ñ êîðåíè y1 = x21, y2 = x22, y3 = x33 è y4 = x34.

�åøåíèå. à) Óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà

x4 − 3x3 + x2 + 4x3 − 12x2 + 4x+ x2 − 3x+ 1 = 0

x2(x2 − 3x+ 1) + 4x(x2 − 3x+ 1) + x2 − 3x+ 1 = 0

(x2 + 4x+ 1)(x2 − 3x+ 1) = 0.

Äèñêðèìèíàíòèòå íà x2+4x+1 = 0 è x2−3x+1 = 0 ñà ïîëîæèòåëíè, òàêà ÷å òåçè óðàâíåíèÿ
èìàò ïî äâà ðåàëíè êîðåíà. Îò �îðìóëèòå íà Âèåò ñëåäâà, ÷å êîðåíèòå íà ïúðâîòî ñà

îòðèöàòåëíè, à íà âòîðîòî ñà ïîëîæèòåëíè, òàêà ÷å ÷åòèðèòå êîðåíà ñà ðàçëè÷íè.

á) Ñïîðåä ãîðíîòî x1,2 ñà êîðåíèòå íà x2 +4x+1 = 0, êàòî x1 + x2 = −4 è x1x2 = 1. Òîãàâà

x21 + 2x1x2 + x22 = 16, x21 + x22 = 14 è x21x
2
2 = 1,

òàêà ÷å óðàâíåíèåòî y2 − 14y + 1 = 0 èìà êîðåíè x21 è x22.
Êîðåíèòå íà x2 − 3x+ 1 = 0 ñà x3,4, êàòî x3 + x4 = 3 è x3x4 = 1. Òîãàâà

x33 + 3x3x4(x3 + x4) + x34 = 27, x33 + x34 = 18 è x33x
3
4 = 1,

òàêà ÷å óðàâíåíèåòî y2 − 18y + 1 = 0 èìà êîðåíè x33 è x34.
�àçêðèâàéêè ñêîáèòå â (y2 − 14y + 1)(y2 − 18y + 1) = 0, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå, îòãîâàðÿùî
íà èçèñêâàíèÿòà: y4 − 32y3 + 254y2 − 32y + 1 = 0.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) à) 1 ò. çà ðàçëàãàíå íà êâàäðàòíè òðè÷ëåíè; 1 ò. çà

äîêàçâàíå, ÷å âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà èìà ïî äâà ðåàëíè êîðåíà; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ÷åòèðèòå

êîðåíà ñà ðàçëè÷íè; á) 1 ò. çà ñúñòàâÿíå íà óðàâíåíèå ñ êîðåíè x21 è x22; 1 ò. çà ñúñòàâÿíå íà
óðàâíåíèå ñ êîðåíè x33 è x34; 1 ò. çà çàâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.2. Â îêðúæíîñò ñ öåíòúð O äèàìåòúðúò AB ïðåñè÷à õîðäàòà CD â ñðåäàòà è M .

Àêî OM = MB +BC, òî íàìåðåòå ìÿðêàòà íà äúãàòà

)

AC.

�åøåíèå. Îò MC < MB + BC = OM < OB ñëåäâà, ÷å BC íå å äèàìåòúð. Ñåãà óñëîâèåòî

ãàðàíòèðà, ÷å AB⊥CD. ßâíî OC > OM > BC, òàêà ÷å ∡ABC > ∡OBC > ∡BAC êàòî

âúíøåí, çíà÷è M å ìåæäó O è B. Íåêà òî÷êà N å òàêàâà, ÷å M å ñðåäà íà BN ; òîãàâà

ON = OM −MB = BC. Òðèúãúëíèöèòå NMC è BMC ñà åäíàêâè ïî ïúðâè ïðèçíàê, òàêà

÷å NC = BC = ON . Àêî ìÿðêàòà íà úãúë BAC å x, òî ∡ACO = x, ∡NCO = ∡BOC = 2x,
∡ABC = ∡BNC = 4x êàòî âúíøåí. Ñåãà 4x+ x = 90◦ è x = 18◦. Òîãàâà

)

AC= 2∡ABC = 8x = 144◦.
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Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 ò. çà ïúëíà àðãóìåíòàöèÿ çàùî AB⊥CD; 1 ò. çà

△NMC ∼= △BMC; 3 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å x = 18◦; 1 ò. çà çàâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.3.Íàìåðåòå âñè÷êè åñòåñòâåíè n, çà êîèòî ÷èñëîòî 11n+39n+828 å òî÷åí êâàäðàò.

�åøåíèå. Ïðè n = 4k+1 ïî ìîäóë 4 ïîëó÷àâàìå 3+3+0 ≡ 2, êîåòî å íåäîïóñòèìî çà òî÷åí
êâàäðàò. Ïðè n = 4k+2 ïî ìîäóë 4 ïîëó÷àâàìå 1+ 2+0 ≡ 3, êîåòî å íåäîïóñòèìî çà òî÷åí
êâàäðàò. Ïðè n = 4k+3 ïî ìîäóë 3 ïîëó÷àâàìå 2+ 0+0 ≡ 2, êîåòî å íåäîïóñòèìî çà òî÷åí
êâàäðàò. Ïðè n = 4 ïîëó÷àâàìå ÷èñëîòî 14641 + 156 + 828 = 15625 = 1252. Ïðè n = 4k çà

k = 2, 3, ... ùå ñå óâåðèì, ÷å

(112k)2 < 114k + 39.4k + 828 < (112k + 1)2,

ò.å. ÷èñëîòî å ìåæäó äâà ïîðåäíè òî÷íè êâàäðàòà, òàêà ÷å íå ìîæå äà å òî÷åí êâàäðàò.

Ïúðâîòî íåðàâåíñòâî å î÷åâèäíî. Âòîðîòî å åêâèâàëåíòíî ñ 156k + 828 < 2.112k + 1, êîåòî
ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ. Ïðè k = 2 ïîëó÷àâàìå 1140 < 29283. Àêî ñìå äîêàçàëè æåëàíîòî
çà äàäåíî k, òî

2.112k+2 + 1 = 121(112k + 1)− 120 > 121(156k + 828) − 120 > 156(k + 1) + 828,

êîåòî çàâúðøâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà.

È òàêà, åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå å n = 4.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) ïî 1 ò. çà îòõâúðëÿíå n = 4k+1, n = 4k+2 è n = 4k+3;
1 ò. çà íàìèðàíå íà n = 4; 3 ò. çà îòõâúðëÿíå n = 4k ïðè k > 1.

Çàäà÷à 8.4. Âñÿêî îò ïîëåòàòà íà òàáëèöà 3×4 òðÿáâà äà ñå îöâåòè â åäèí îò øåñò âúçìîæíè
öâÿòà, òàêà ÷å ïîëåòàòà ñ îáùà ñòðàíà èëè âðúõ äà ñà ðàçíîöâåòíè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå

äà ñòàíå òîâà?

�åøåíèå. Íåêà îçíà÷èì ïîëåòàòà ïî ðåä 1 ñ a, b, c, d, ïî ðåä 2 ñ e, f, g, h, ïî ðåä 3 ñ j, k,m, n,
Íåêà z å áðîÿò ïîëçâàíè öâåòîâå â ïîëåòàòà b, c, k,m.

Àêî z = 2 è b = k, c = m, òî çà öâåòîâåòå èì èìà 6.5 = 30 èçáîðà, à çà f, e, g, h (èçáèðàíè â

òîçè ðåä) èìà 4.4.3.4 = 192 èçáîðà, îáùî 30.192 = 5760 âàðèàíòà.
Àêî z = 2 è b = m, c = k, òî çà öâåòîâåòå èì èìà 6.5 = 30 èçáîðà, à çà f, e, g, h èìà

4.3.3.3 = 108 èçáîðà, îáùî 30.108 = 3240 âàðèàíòà.
Àêî z = 3 è b = k èëè c = m, òî çà öâåòîâåòå èì èìà 6.5.4 = 120 èçáîðà, à f, e, g, h èìà

3.4.2.3 = 72 èçáîðà, îáùî 2.120.72 = 17280 âàðèàíòà.
Àêî z = 3 è b = m èëè c = k, òî çà öâåòîâåòå èì èìà 6.5.4 = 120 èçáîðà, à çà f, e, g, h èìà

3.3.2.3 = 54 èçáîðà, îáùî 2.120.54 = 12960 âàðèàíòà.
Àêî z = 4, òî çà öâåòîâåòå èì èìà 6.5.4.3 = 360 èçáîðà, à çà f, e, g, h èìà 2.3.1.3 = 18 èçáîðà,
îáùî 360.18 = 6480 âàðèàíòà.
Òàêà çà ïîëåòàòà b, c, e, f, g, h, k,m âàðèàíòèòå ñà 5760+3240+17280+12960+6480 = 45720.
Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè çà öâåòà íà âñÿêî îò ïîëåòàòà a, d, j, n èìà ïî 3 èçáîðà. Îòãîâîðúò íà

çàäà÷àòà å: 45720.34 = 3703320.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) Ïî 1 ò. âñåêè îò ïåòòå ñëó÷àÿ è 2 ò. çà çàâúðøâàíå.
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Çàäà÷à 9.1. Âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò èìà öåíòúð òî÷êàòà I è äîïèðà ñòðàíèòå AC
è BC ñúîòâåòíî â òî÷êèòå M è N . Úãëîïîëîâÿùèòå íà úãëèòå ∡CAB è ∡ABC ïðåñè÷àò

ïðàâàòà MN ñúîòâåòíî â òî÷êèòå P è Q. Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêà ABPQ å âïèñàí.

�åøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Ùå äîêàæåì, ÷å òî÷êèòå P è Q ëåæàò íà îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð

AB. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å ∡APB = 90◦ (äðóãîòî òâúðäåíèå å àáñîëþòíî
àíàëîãè÷íî). Íåêà AI ∩BC = L. Èìàìå, ÷å

∡LAC = ∡BAL; ∡AMP = 180◦ − ∡CMN = 90◦ +
1

2
∡ACB = ∡AIB.

Ñëåäîâàòåëíî, ïî ïúðâè ïðèçíàê çà ïîäîáíîñò, △APM ∼ △ABI è çíà÷è

MP

IB
=

PA

BA
=

MA

IA
⇒ MA

PA
=

IA

BA
.

Îòòóê △AMI ∼ △APB. Íî △AMI å ïðàâîúãúëåí, ñëåäîâàòåëíî è ïîäîáíèÿò ìó △APB
ñúùî å ïðàâîúãúëåí, ò.å., ∡APB = 90◦. Àíàëîãè÷íî çà ∡AQB = 90◦.
Âòîðè íà÷èí. �àçãëåæäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî òî÷êà N å ìåæäó òî÷êèòåM è P (äðóãèÿò ñëó÷àé

å àíàëîãè÷åí). Òúé êàòî ∡BIP =
α+ β

2
è ∡BNP = ∡MNC =

180◦ − γ

2
=

α+ β

2
, òî

÷åòèðèúãúëíèêúò IBPN å âïèñàí. Òîãàâà ∡IPB = ∡INB = 90◦. Àíàëîãè÷íî ∡IQA = 90◦,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ABPQ å âïèñàí.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) - 1 ò. çà ðàáîòåùà èäåÿ (ïîäîáíè òðèúãúëíèöè, âúð-

òÿùà õîìîòåòèÿ è äð.); ïî 2 ò. çà △APM ∼ △ABI è △AMI ∼ △APB; 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè ÷èñëà z, çà êîèòî òðèòå êîå�èöèåíòà {a, b, c} íà

êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå ax2 + bx+ c = 0 è äâàòà ìó êîðåíà {x1, x2} ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè
÷èñëà, �îðìèðàùè ìíîæåñòâîòî {z − 4, z − 3, z − 2, z − 1, z}.
�åøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Äà îçíà÷èì S := {z−4, z−3, z−2, z−1, z}. Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå
ñëó÷àÿ 0 ∈ S. Àêî a = 0, òî óðàâíåíèåòî íå ìîæå äà èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà,

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî. Àêî c = 0, òî è åäèíèÿ îò êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî x1
ñúùî ùå å 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ c 6= x1. Àíàëîãè÷íî, àêî åäèí îò êîðåíèòå å íóëà, òî

c ñúùî òðÿáâà äà å íóëà è îòíîâî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, åäèíñòâåíàòà

âúçìîæíîñò å b = 0. Òîãàâà ax2 = −c è çíà÷è a è c ñà ñ ðàçëè÷íè çíàöè, êàêòî è x1 = −x2.
Ñëåäîâàòåëíî z = 2, x1 = −x2 è a = −c. Äèðåêòíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å óðàâíåíèåòî

2x2 − 2 = 0 èìà êîðåíè ±1, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî. Ñëåäîâàòåëíî, z = 2 å ðåøåíèå.
Íåêà ñåãà 0 /∈ S. Òîãàâà èëè âñè÷êè ÷èñëà â S ñà ïîëîæèòåëíè, èëè âñè÷êè ñà îòðèöàòåëíè.

Íî îò �îðìóëèòå íà Âèåò èìàìå, ÷å x1 + x2 = − b

a
, ñëåäîâàòåëíî ïîíå åäíî îò ÷åòèðèòå

÷èñëà òðÿáâà äà å îòðèöàòåëíî � îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ z < 0. Çà äà èìàìå äâà

ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà äèñêðèìèíàíòàòà íà óðàâíåíèåòî D = b2 − 4ac òðÿáâà äà å ñòðîãî
ïîëîæèòåëíà. Òúé, êàòî {a, b, c} ⊂ S, òî |b| ≤ −z + 4 à ac ≥ z(z − 1). Îòòóê

(z − 4)2 ≥ b2 > 4ac ≥ 4z(z − 1) ⇔ 3z2 + 4z − 16 < 0 ⇔ z ∈
(

−2− 2
√
13

3
,
−2 + 2

√
13

3

)

.
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Êîìáèíèðàéêè ñ èçèñêâàíåòî z ∈ Z<0 è èçïîëçâàéêè îöåíêèòå
−2− 2

√
13

3
> −10

3
,

−2 + 2
√
13

3
>

0, çàêëþ÷àâàìå, ÷å îñòàâà äà ðàçãëåäàìå åäèíñòâåíî ñëó÷àèòå z ∈ {−3,−2,−1}. Îò �îðìó-
ëèòå íà Âèåò, èìàìå ÷å

x1x2 =
c

a

è, òúé êàòî x1 è x2 ñà ðàçëè÷íè öåëè îòðèöàòåëíè ÷èñëà, ÷èñëîòî c/a å ñúñòàâíî, íå ïî-ìàëêî
îò |x1,2|.
1 ñë. z = −1. Òîãàâà S = {−5,−4,−3,−2,−1} è c/a ≤ 5. Ñëåäîâàòåëíî x1x2 < 6 è çíà÷è ñúñ
ñèãóðíîñò åäèíèÿ êîðåí, á.î.î. x1, òðÿáâà äà å −1. Òîãàâà a ≤ −2 è c/a ≤ 5/2, ò.å., x2 = 2.
Íî òîãàâà a ≤ −3 è c/a ≤ 5/3 < 2 � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, òîçè ñëó÷àé íå âîäè äî

ðåøåíèå.

2 ñë. z = −2 è S = {−6,−5,−4,−3,−2}. Òîãàâà c/a ≤ 3, íî x1x2 ≥ (−2) · (−3) = 6 �

ïðîòèâîðå÷èå.

3 ñë. z = −3 è S = {−7,−6,−5,−4,−3}. Àíàëîãè÷íî íà 2 ñë., 7/3 ≥ c/a = x1x2 ≥ (−3) ·
(−4) = 12 � ïðîòèâîðå÷èå.
Îêîí÷àòåëíî, åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å z = 2.

Âòîðè íà÷èí. Àêî a = 0, òî êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå íÿìà äâà êîðåíà, ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè
a 6= 0 èìàìå ax1x2 = c, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å àêî íÿêîå îò ÷èñëàòà å 0, òî b = 0. Òîãàâà
x1 + x2 = 0 è x1/2 = ±1 èëè x1/2 = ±2, êàòî âòîðèÿò ñëó÷àé å íåâúçìîæåí, çàùîòî òîãàâà

|c| ≥ 4. Ïðè x1/2 = ±1 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî ax2 − a = 0, îòêúäåòî a = 2 è c = −2.
Àêî ìåæäó äàäåíèòå ÷èñëà íÿìà íóëè, îò a(x1 + x2) = −b ñëåäâà, ÷å íå âñè÷êè ÷èñëà ñà

ïîëîæèòåëíè è çíà÷è âñè÷êè ñà îòðèöàòåëíè.

Òúé êàòî a äåëè b è c, òî a äåëè b− a è c− a. Ïîíåæå |b− a|, |c − a| ∈ {1, 2, 3, 4}, òî a äåëè
äâå îò ÷èñëàòà {1, 2, 3, 4}. Ñëåäîâàòåëíî a = −1 èëè a = −2 è ÷èñëàòà ñà −5,−4,−3,−2,−1
èëè −6,−5,−4,−3,−2. È â äâàòà ñëó÷àÿ íÿìà ÷èñëî ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèå íà òðè îò

îñòàíàëèòå, ò.å. ax1x2 = c íÿìà ðåøåíèå.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 2 ò. çà ñëó÷àÿ z ≥ 0; 2 ò. çà îöåíêàòà z ∈ {−3,−2,−1}
ïðè z < 0; 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ñëó÷àÿ z = −1 è 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.3. Äà ñå ïðåñìåòíå ñóìàòà

[
13 + 1

101

]

+

[
23 + 2

101

]

+

[
33 + 3

101

]

+ · · ·+
[
1003 + 100

101

]

.

Ñ [x] ñìå îçíà÷èëè íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, íå íàäâèøàâàùî x.

�åøåíèå.Ùå ïîêàæåì, ÷å òúðñåíàòà ñóìà å 252501. Çà öåëòà ùå ðåøàâàìå ïî-îáùàòà çàäà÷à:

Ap :=

p−1
∑

k=1

[
k3 + k

p

]

=?
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êúäåòî p å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî. Èìàìå, ÷å

2Ap =

p−1
∑

k=1

[
k3 + k

p

]

+

p−1
∑

k=1

[
(p− k)3 + (p− k)

p

]

=

p−1
∑

k=1

([
k3 + k

p

]

+

[
(p− k)3 + (p − k)

p

])

.

Òúé êàòî

k3 + k

p
+

(p− k)3 + (p − k)

p
=

p3 − 3p2k + 3pk2 + p

p
= p2 − 3pk + 3k2 + 1 (1)

å öÿëî ÷èñëî çà âñÿêî k, ïîëó÷àâàìå ÷å

[
k3 + k

p

]

+

[
(p− k)3 + (p− k)

p

]

=

{
k3

p + (p−k)3

p , p ∤ (k3 + k);
k3

p + (p−k)3

p + 1 , p | (k3 + k).

Îò

p−1
∑

k=1

k3

p
=

1∑

k=p−1

(p− k)3

p
=

p−1
∑

k=1

(p− k)3

p
,

è p | (k3 + k) ⇔ p | (k2 + 1), çàêëþ÷àâàìå, ÷å

2Ap = 2

p−1
∑

k=1

k3

p
+#{k : k2 ≡ −1 (mod p)}
︸ ︷︷ ︸

:=Bp

.

Ïî èíäóêöèÿ èìàìå òúæäåñòâîòî

n∑

k=1

k3 =
(n(n+ 1))2

4
è ñëåäîâàòåëíî

Ap =
p(p− 1)2

4
+

Bp

2
. (2)

Ùå ïîêàæåì, ÷å Bp ≤ 2. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ÷èñëà 1 ≤ ℓ < k ≤ (p − 1)/2,
òàêèâà ÷å ℓ2 ≡ k2 (mod p). Òîãàâà

p | (k2 − ℓ2) = (k − ℓ)(k + ℓ),

êîåòî å íåâúçìîæíî, òúé êàòî è äâàòà ìíîæèòåëÿ ñà ïî-ìàëêè îò p ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò.
Ñëåäîâàòåëíî, íàé-ìíîãî åäíî ÷èñëî èçìåæäó {1, 2, . . . , (p−1)/2} äàâà êâàäðàòè÷åí îñòàòúê
−1 ïî ìîäóë p. Îöåíêàòà Bp ≤ 2 ñëåäâà äèðåêòíî îò (p−k)2 ≡ k2 (mod p), ∀k = 1, 2, . . . , (p−
1)/2.
Íåêà ñåãà ñå âúðíåì êúì êîíêðåòíàòà çàäà÷à ñ p = 101. Òúé êàòî 101 = 102 + 1, òî k = 10
èçïúëíÿâà k2 ≡ −1 (mod 101) è çíà÷è k = 101 − 10 = 91 ñúùî. Ñëåäîâàòåëíî B101 = 2.
Îêîí÷àòåëíî

A101 =
101 · 1002

4
+

2

2
= 101 · 502 + 1 = 252501.
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Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 1 ò. çà (1); 3 ò. çà (2); 2 ò. çà B101 = 2; 1 ò. çà îòãîâîð.

Çàáåëåæêà. Ñúãëàñíî òåîðèÿòà çà êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè, èìàìå ÷å Bp = 0 àêî p = 4s+3
è Bp = 2 àêî p = 4s+ 1. Òàêà, â îáùèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå �îðìóëàòà

Ap =
p(p− 1)2

4
+

p (mod 4)− 1

2
.

Çàäà÷à 9.4. Â ðàâíèíàòà ñà èçáðàíè òî÷êè A1, A2, . . . , A2021 è òî÷êà O, òàêà ÷å íèêîè òðè

îò òåçè 2022 òî÷êè íå ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Çà âñÿêà òî÷êà Ai, i = 1, 2, . . . , 2021 ðàçãëåæäàìå
âñè÷êè îòñå÷êè, äâàòà êðàÿ íà âñÿêà îò êîèòî ñå íàìèðàò â äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà ñïðÿìî

ëú÷à AiO
→
è ñà ðàçëè÷íè îò Ai è O (ïîñîêàòà íà äâèæåíèå å îò Ai êúì O è äàäåíà îòñå÷êà ñå

ðàçãëåæäà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî è äâàòà �è êðàÿ ñà âäÿñíî ïî ïîñîêàòà íà äâèæåíèå).

Àêî bi å áðîÿ íà òåçè îòñå÷êè, äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà ñóìàòà

b1 + b2 + · · ·+ b2021.

�åøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ ci áðîÿ íà òî÷êèòå, íàìèðàùè ñå âäÿñíî îò ëú÷à AiO
→
. Òîãàâà

bi =

(
ci
2

)

=
ci(ci − 1)

2
.

�àçãëåæäàìå ïðîèçâîëíè äâå òî÷êè Ai, Aj , i 6= j, òðèúãúëíèêà △AiAjO è îïèñàíàòà îêîëî

íåãî îêðúæíîñò ωij . Äâåòå äúãè íà ωij , îòñå÷åíè îò ëú÷à AiO
→
ñå íàìèðàò â äâåòå ðàçëè÷íè

ïîëóðàâíèíè, îïðåäåëåíè îò íåãî. Àíàëîãè÷íî è çà AjO
→
. Ñëåäîâàòåëíî, Aj ñå íàìèðà

âäÿñíî îò ëú÷à AiO
→
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî÷êèòå Ai, O,Aj ñà ïîäðåäåíè âúðõó ωij

ïî ïîñîêà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà. Íî òî÷íî åäíà îò äâåòå ïîäðåäáè Ai, O,Aj è Aj, O,Ai

å ïî ïîñîêà íà ÷àñîâíêèêîâàòà ñòðåëêà, à äðóãàòà å â îáðàòíàòà ïîñîêà. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà

äâîéêà òî÷êè Ai, Aj äîïðèíàñÿ çà óâåëè÷àâàíå ñ òî÷íî 1 íà ñóìàòà
∑2021

i=1 ci, îòêúäåòî

C :=
2021∑

i=1

ci =

(
2021

2

)

= 2021 · 1010. (1)

Îò íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñðåäíî êâàäðàòè÷íî è ñðåäíî àðèòìåòè÷íî, ïîëó÷àâàìå ÷å

2021∑

i=1

bi =
2021∑

i=1

ci(ci − 1)

2
=

1

2

2021∑

i=1

(
c2i − ci

)
≥ 1

2






(
∑2021

i=1 ci

)2

2021
−

2021∑

i=1

ci




 =

1

2

(
C2

2021
− C

)

.

Êîìáèíèðàéêè ñ (1), çàêëþ÷àâàìå ÷å

2021∑

i=1

bi ≥
1

2

(
2021 · (1010)2 − 2021 · 1010

)
= 2021

(
1010

2

)

. (2)
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�àâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè ci = cj , ∀i, j, êîåòî ñå ðåàëèçèðà ãåîìåòðè÷íî, êîãàòî íàïðèìåð

A1, A2, . . . , A2021 ñà âúðõîâåòå íà ïðàâèëåí 2021-úãúëíèê, à O å öåíòúðà íà îïèñàíàòà ìó

îêðúæíîñò.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 3 ò. çà (1); 3 ò. çà (2); 1 ò. çà ãåîìåòðè÷íà êîí�èãóðàöèÿ,

ïðè êîÿòî ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèòå ïàðàìåòðè a è b, çà
êîèòî ÷åòèðèòå êîðåíà íà óðàâíåíèÿòà

ax2 + 2x+ b = 0 è bx2 + 2x+ a = 0,

ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà, îáðàçóâàùè â íÿêàêúâ ðåä àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.

�åøåíèå. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å a 6= b è äèñêðèìàíòàòà íà äâåòå óðàâíåíèÿ å ïîëîæèòåëíà,
ò.å. ab < 1. Äà îçíà÷èì êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî ax2 + 2x + b = 0 ñ x1 è x2, à êîðåíèòå íà
óðàâíåíèåòî bx2+2x+a = 0 ñ y1 è y2. Àêî äîïóñíåì, ÷å äâàòà êîðåíà íà åäíî îò óðàâíåíèÿòà
ñå íàìèðàò ìåæäó äâàòà êîðåíà íà äðóãîòî óðàâíåíèå, òî ÷åòèðèòå êîðåíà ùå îáðàçóâàò

àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ åäèíñòâåíî êîãàòî

x1 + x2 = y1 + y2 ⇔ −2

a
= −2

b
⇔ a = b,

ïðîòèâîðå÷èå.

Âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî |x1 − x2| = |y1 − y2|. Òúé êàòî

|x1 − x2| = |y1 − y2| ⇔
√
1− ab

|a| =

√
1− ab

|b| ⇒ a = −b,

çàùîòî a = b å íåâúçìîæíî. Áåç îãðàíè÷åíèå, íåêà a > 0 è òîãàâà

x1,2 =
−1±

√
1 + a2

a
è y1,2 =

1∓
√
1 + a2

a
.

Ïîëó÷àâàìå y1 = −x1 è y2 = −x2, êàòî x2 < y1 < 0 < x1 < y2. Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëàòà

x2, y1, x1, y2 îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Îò
x1 + x2

2
= y1 íàìèðàìå

−1

a
= y1 =

1−
√
1 + a2

a
⇐⇒ 2 =

√

1 + a2 ⇐⇒ a =
√
3.

�åøåíèÿòà ñà a = ±
√
3, b = ∓

√
3 è êîðåíèòå ñà

{

±
√
3,± 1√

3

}

, êîèòî îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà

ïðîãðåñèÿ ñ ðàçëèêà

2√
3
.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 1 ò. çà ñëó÷àÿ x1 + x2 = y1 + y2 ⇐⇒ a = b; 3 ò. çà
ñëó÷àÿ |x1 − x2| = |y1 − y2|; 2 ò. çà äîâúðøâàíå.
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Çàäà÷à 10.2. Îêðúæíîñòè ñ äèàìåòðè ñòðàíèòå AC è BC íà △ABC ñå äîïèðàò âúòðåøíî

äî îêðúæíîñò k, êîÿòî å êîíöåíòðè÷íà ñ âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å AC = BC.

á) Àêî cos(∡BAC) =
3

5
, äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî ìåæäó ðàäèóñèòå íà âïèñàíàòà îêðúæ-

íîñò è îêðúæíîñòòà k.

�åøåíèå. à) Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà △ABC. Íåêà K(I;x), O1 å ñðåäà íà

AC (ñëåäîâàòåëíî öåíòúð íà îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð AC), à O2 å ñðåäà íà BC. Òúé êàòî
îêðúæíîñòèòå ñå äîïèðàò âúòðåøíî, òî

O1I =

∣
∣
∣
∣
x− b

2

∣
∣
∣
∣
, O2I =

∣
∣
∣x− a

2

∣
∣
∣ .

Ïðèëàãàéêè êîñèíóñîâè òåîðåìè çà △O1CI è △O2CI, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà

∣
∣
∣
∣
∣
∣

O1I
2 = b2/4 + CI2 − b · CI cos(γ/2)

O2I
2 = a2/4 + CI2 − a · CI cos(γ/2)

⇒ (a− b)(x− CI cos(γ/2)) = 0.

Àêî äîïóñíåì, ÷å x = CI cos(γ/2), òî îò x2−bx = CI2−b·CI cos(γ/2) ñëåäâà, ÷å cos2(γ/2) = 1,
êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî AC = BC.
á) Íåêà CI∩AB = D. Òúé êàòî AC = BC, CD ñå ÿâÿâà úãëîïîëîâÿùà, âèñî÷èíà è ìåäèàíà.

Îò cos(∡BAC) = 3
5 , èçðàçÿâàìå AC = 5z, AD = 3z, à çíà÷è è CD = 4z. Îñâåí òîâà

3

5
= cos(∡BAC) = sin(∡ACD) =

ID

CI
=

4z − CI

CI
⇒ CI =

5

2
z, r = DI =

3

2
z.

Ñëåäîâàòåëíî △O1IC å ðàâíîáåäðåí è îò êîñèíóñîâà òåîðåìà, ïîëó÷àâàìå

O1I =
√

2CI2 − 2CI2 cos(∡ACD) =

√

2CI2

5
=

√
10z

2
.

Îêîí÷àòåëíî,

∣
∣
∣
∣
x− b

2

∣
∣
∣
∣
= O1I ⇒

∣
∣
∣
∣
x− 5z

2

∣
∣
∣
∣
=

√
10z

2
⇒ x =

(5±
√
10)z

2
,

îò êúäåòî

r

x
=

3

5±
√
10
.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) à) 1 ò. çà èçðàçÿâàíå íà O1I è O2I; 2 ò. çà óñòàíîâÿâàíå,
÷å AC = BC; á) 1 ò. çà óñòàíîâÿâàíå, ÷å O1IC å ðàâíîáåäðåí; 1 ò. çà èçðàçÿâàíå íà O1I; 1 ò.
çà îòãîâîð.
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Çàäà÷à 10.3. Äàäåíè ñà ðåàëíè ÷èñëà {xi}ni=1, òàêèâà ÷å

(x1 − n)2 + (x2 − n)2 + · · ·+ (xn − n)2 = n2, n ≥ 3.

Äà ñå äîêàæå, ÷å

x1
x22 + n2

+
x2

x23 + n2
+ · · ·+ xn

x21 + n2
>

n− 1

2n
.

�åøåíèå. �àâåíñòâîòî îò óñëîâèåòî íå å èçïúëíåíî àêî xi < 0 çà íÿêîå i. Àêî x1 = 0, òî
xj = n çà âñÿêî j 6= 1 è òîãàâà íåðàâåíñòâîòî å âÿðíî, çàùîòî:

0 +
n− 2

2n
+

1

n
=

1

2
>

n− 1

2n
.

Ñëåäîâàòåëíî îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ xi > 0 çà âñÿêî i. Çàïèñâàìå íåðàâåíñòâîòî âúâ
âèäà

n2x1
x22 + n2

+
n2x2

x23 + n2
+ · · ·+ n2xn

x21 + n2

︸ ︷︷ ︸

:=A

>
n(n− 1)

2
.

Ïîñëåäîâàòåëíî, îòäåëÿìå öÿëàòà ÷àñò îò âñÿêî îò ñúáèðàåìèòå è ïðèëàãàìå ÑÀ-Ñ� çà äà

ïîëó÷èì

A = x1 −
x1x

2
2

x22 + n2
+ x2 −

x2x
2
3

x23 + n2
+ · · ·+ xn − xnx

2
1

x21 + n2

> x1 + x2 + · · ·+ xn − x1x
2
2

2x2n
− x2x

2
3

2x3n
− · · · − xnx

2
1

2x1n

= x1 + x2 + · · ·+ xn − x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1
2n

.

�àâåíñòâî íå ñå äîñòèãà, çàùîòî çà íåãî òðÿáâà xi = n, ∀i è òîãàâà ∑n
i=1(xi −n)2 = 0, êîåòî

ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî. Íî

x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1 ≤ x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Ñëåäîâàòåëíî

A >

n∑

i=1

xi −
∑n

i=1 x
2
i

2n
=

2n
∑n

i=1 xi −
∑n

i=1 x
2
i

2n
=

n3 −
∑n

i=1(xi − n)2

2n
=

n(n− 1)

2
.

Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) Ïî 1 ò. çà ñëó÷àèòå xi < 0 è x1 = 0; 5 ò. çà ñëó÷àÿ
xi > 0 çà âñÿêî i, â òîâà ÷èñëî 2 ò. çà îòäåëÿíå íà öÿëàòà ÷àñò íà A, 1 ò. çà ïðèëàãàíå íà
ÑÀ-Ñ� è 2 ò. çà äîâúðøâàíå.
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Çàäà÷à 10.4.Ïðåç âñåêè îò n äíè âñÿêî îò ñåäåìòå äæóäæåòà èëè õîäè â ãîðàòà çà ãúáè, èëè
ðàáîòè â äèàìàíòåíàòà ìèíà èëè ïî÷èñòâà êúùàòà. Èçâåñòíî å, ÷å çà âñåêè òðè äæóäæåòà

èìà äåí ïðåç êîéòî íèêîè äâå îò òÿõ íå ñà èçâúðøâàëè åäíà è ñúùà ðàáîòà. Äà ñå íàìåðè

íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà n.

�åøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å n = 4. Äà äîïóñíåì, ÷å óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ìîæå äà å èçïúë-
íåíî çà n = 3. Äà îçíà÷èì ñ a1, a2 è a3 áðîÿ íà äæóäæåòàòà, êîèòî ñúîòâåòíî õîäÿò â ãîðàòà
çà ãúáè, ðàáîòÿò â äèàìàíòåíàòà ìèíà èëè ïî÷èñòâàò êúùàòà ïðåç ïúðâèÿ äåí. Òúé êàòî

a1 + a2 + a3 = 7, òî ñúùåñòâóâàò i è j, çà êîèòî ai + aj ≥ 5 (â ïðîòèâåí ñëó÷àé a1 + a2 ≤ 4,
a1+a3 ≤ 4 è a2+a3 ≤ 4 è ñëåä ñúáèðàíå ïîëó÷àâàìå a1+a2+a3 ≤ 6). Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà
a1 + a2 ≥ 5. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà 5 äæóäæåòà, êîèòî ïúðâèÿ äåí ñà õîäèëè çà ãúáè èëè ñà
ðàáîòèëè â äèàìàíòåíàòà ìèíà, íî íèêîå îò òÿõ íå å ÷èñòèëî êúùàòà. Äà îçíà÷èì ñ b1, b2 è
b3 áðîÿ íà äæóäæåòàòà (îò òåçè 5), êîèòî ñúîòâåòíî õîäÿò â ãîðàòà çà ãúáè, ðàáîòÿò â äèà-
ìàíòåíàòà ìèíà èëè ïî÷èñòâàò êúùàòà ïðåç âòîðèÿ äåí. Òîãàâà b1+b2+b3 = 5 è àíàëîãè÷íî
íà ïî-ãîðå ìîæåì äà ïðèeìåì, ÷å b1+ b2 ≥ 4. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà 4 äæóäæåòà, êîèòî ïðåç
âòîðèÿ äåí ñà õîäèëè çà ãúáè èëè ñà ðàáîòèëè â äèàìàíòåíàòà ìèíà, íî íèêîå îò òÿõ íå å

÷èñòèëî êúùàòà. Îò òåçè 4 äæóäæåòà ïîíå 2 ñà âúðøèëè åäíà è ñúùà ðàáîòà ïðåç òðåòèÿ

äåí, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å óñëîâèåòî íå å èçïúëíåíî çà òåçè äâå äæóäæåòà è ïðîèçâîëíî îò

îñòàíàëèòå 2.

Ïðèìåð çà ðàçïðåäåëåíèå íà ðàáîòàòà çà 4 äíè (ñ 1, 2 è 3 ñà îçíà÷åíè òðèòå âèäà äåéíîñòè)

å ñëåäíèÿ:

Äæóäæå ïúðâè äåí âòîðè äåí òðåòè äåí ÷åòâúðòè äåí

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2

3 1 3 3 3

4 2 1 2 3

5 2 2 3 1

6 3 3 2 1

7 3 1 3 2

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 3 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å n ≥ 4; 4 ò. çà ïðèìåð ñ n = 4.

Çàäà÷à 11.1. Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî

√
8x− 15− x2

2− logx(3x+ 4)
≤ 0.

�åøåíèå. Îò 8x − 15 − x2 ≥ 0 ñëåäâà, ÷å x ∈ [3, 5], ñëåä êîåòî îò 2 − logx(3x + 4) 6= 0
îïðåäåëÿìå x 6= 4. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè å x ∈ [3, 5], x 6= 4.
Î÷åâèäíî x = 3 è x = 5 ñà ðåøåíèÿ íà íåðàâåíñòâîòî. Ïðè x ∈ (3, 5) íåðàâåíñòâîòî îò

óñëîâèåòî å åêâèâàëåíòíî íà 2 − logx(3x + 4) < 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå logx(3x + 4) > 2.
Òúé êàòî x > 1, îò ñâîéñòâàòà íà ëîãàðèòìè÷íàòà �óíêöèÿ ïîëó÷àâàìå 3x + 4 > x2 ⇐⇒
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x ∈ (−1; 4). Íî ñúîáðàçÿâàéêè ñå ñ ÄÑ, íàìèðàìå x ∈ (3; 4). Îêîí÷àòåëíî, ðåøåíèÿòà íà

íåðàâåíñòâîòî ñà x ∈ [3; 4) ∪ {5}.
Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: 2 ò. çà îïðåäåëÿíå íà ÄÑ, 3 ò. çà ðåøàâàíå íà logx(3x+ 4) > 2,
1 ò. çà îêîí÷àòåëåí îòãîâîð.

Çàäà÷à 11.2. Â ðàâíîáåäðåíèÿ òðàïåö ABCD (AB ‖ CD,AB > CD) å âïèñàíà îêðúæíîñò,
êîÿòî ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå AB, BC, CD, DA ñúîòâåòíî â òî÷êèòå K, L,M , N êàòî ëèöåòî

íà ÷åòèðèúãúëíèêà KLMN å ðàâíî íà

3

8
îò ëèöåòî íà òðàïåöà ABCD.

à) Äà ñå íàìåðè ìÿðêàòà íà ∡BAD;

á) Àêî O1 è O2 ñà öåíòðîâåòå íà âïèñàíèòå îêðúæíîñòè â △ABC è △ACD è BC = 2, äà
ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà O1O2.

�åøåíèå. à) Íåêà ∡BAD = α, AD = BC = d, h å âèñî÷èíàòà íà òðàïåöà, à I è r ñà öåíòúðúò
è ðàäèóñúò íà âïèñàíàòà â íåãî îêðúæíîñò. Òîãàâà h = d sinα = 2r. Òúé êàòî â òðàïåöà

ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò, òî AB + CD = 2d è SABCD = d.h =
h2

sinα
.

Îò äðóãà ñòðàíà ∡KIN = ∡KIL = 180◦ − α, ∡MIN = ∡MIL = α è KI = LI = MI =

NI = r =
h

2
, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

SKLMN = SKIN + SKIL + SMIL + SMIN =
h2 sinα

2
.

Ñåãà îò óñëîâèåòî

SKLMN

SABCD
=

3

8
ñëåäâà sinα =

√
3

2
è ïîíåæå α < 90◦, òî α = 60◦.

á) Íåêà r1 è r2 ñà ðàäèóñèòå íà âïèñàíèòå ñúîòâåòíî â △ABC è △ACD îêðúæíîñòè, à

p1 è p2 ñà ïîëóïåðèìåòðèòå èì. Òúé êàòî â òðàïåöà å âïèñàíà îêðúæíîñò, òî âïèñàíèòå â

△ABC è △ACD îêðúæíîñòè ñå äîïèðàò â òî÷êà îò äèàãîíàëà AC è O1O2 = r1 + r2. Çà äà
îïðåäåëèì r1 è r2, ïðåñìÿòàìå ëèöàòà S1 è S2 íà △ABC è △ACD. Îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å
AB + CD = 4, à îò à) AB − CD = 2. Òàêà íàìèðàìå AB = 3 è CD = 1. Òîãàâà

S1 =
AB.BC sin 60◦

2
=

3
√
3

2
è S2 =

AD.DC sin 120◦

2
=

√
3

2
.

Îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ABC íàìèðàìå AC =
√
7 è òîãàâà p1 =

5 +
√
7

2
è p2 =

3 +
√
7

2
.

Òúé êàòî S1 = p1r1 è S2 = p2r2 íàìèðàìå r1 =
3
√
3

5 +
√
7
è r2 =

√
3

3 +
√
7
.

Îêîí÷àòåëíî O1O2 =
7
√
3− 2

√
21

3
.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: à) 2 ò. çà α = 60◦ á) 1 ò. çà äîêàçâàíå íà O1O2 = r1 + r2; ïî 1 ò.
çà íàìèðàíå íà r1 è r2 è 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð.
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Çàäà÷à 11.3. Åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñå íàðè÷à õóáàâî, àêî å èçïúëíåíî ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Ñúùåñòâóâàò ïîíå äâå äâîéêè (a, b), a > b îò âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà âñÿêà îò

êîèòî a+ b = n è óðàâíåíèåòî

a2x3 + b2y3

ab
= xy(xy + 1)

èìà òî÷íî äâå ðåøåíèÿ (x, y), êúäåòî x è y ñà âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà.

à) Íàìåðåòå íàé-ìàëêîòî õóáàâî ÷èñëî.

á) Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî õóáàâî ÷èñëà.

�åøåíèå. Óðàâíåíèåòî îò óñëîâèåòî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

(ax2 − by)(ax− by2) = 0.

Àêî ax2 = by îò ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(x, y) = 1 ñëåäâà, ÷å y = a è x =
√
b. Àíàëîãè÷íî, àêî

ax = by2 èìàìå y =
√
a è x = b. Îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà äâå ðåøåíèÿ

(x, y), êúäåòî x è y ñà âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà êîãàòî a è b ñà òî÷íè êâàäðàòè.
à) Òúðñèì íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà êàòî

ñáîð íà äâà ðàçëè÷íè êâàäðàòà. Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà çà ñáîðîâåòå íà êâàäðàòèòå 1, 4, 9,

16, 25, 36, 49, 64 íàìèðàìå, ÷å n = 65 = 82 + 12 = 72 + 42.
á) Ùå ïîêàæåì, ÷å âñè÷êè ÷èñëà n = 10x2+50x+65, êúäåòî x å åñòåñòâåíî ÷èñëî, ñà õóáàâè.
Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å:

(3x+ 8)2 + (x+ 1)2 = (3x+ 7)2 + (x+ 4)2 = 10x2 + 50x+ 65,

ò.å. n ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñáîð íà äâà ðàçëè÷íè êâàäðàòà ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî (ax2 − by)(ax− by2) = 0; 1 ò. çà íàìèðàíå íà
ðåøåíèÿòà y = a, x =

√
b è y =

√
a, x = b; 1 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å a è b ñà òî÷íè êâàäðàòè;

1 ò. çà íàìèðàíå íà îòãîâîðà çà à); 3 ò. çà á).

Çàäà÷à 11.4. Âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöà 2021× 2021 å îöâåòåíà â åäèí îò öâåòîâåòå ÷åðâåí,
çåëåí, ñèí èëè æúëò. Òàáëèöàòà ñå íàðè÷à ìàãè÷åñêà, àêî ñúùåñòâóâàò öåëè ïîëîæèòåëíè

÷èñëà a, b, c è d, çà êîèòî a+ b+ c+ d = 12, ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:
Êàêòî è äà ïîñòàâèì ïðàâîúãúëíèê 3×4 (èëè 4×3) âúðõó äúñêàòà, òîé ñúäúðæà a ÷åðâåíè,
b çåëåíè, c ñèíè è d æúëòè êëåòêè.
Íàìåðåòå áðîÿ íà ìàãè÷åñêèòå òàáëèöè. Äâå òàáëèöè ñà ðàçëè÷íî îöâåòåíè, àêî ñúùåñòâóâà

êëåòêà îò åäíàòà òàáëèöà, êîÿòî å ðàçëè÷íî îöâåòåíà îò ñúîòâåòíàòà �è êëåòêà îò äðóãàòà

òàáëèöà.

�åøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå åäíà ìàãè÷åñêà òàáëèöà è ïðàâîúãúëíèê 5× 4 îò íåÿ, ñúñòàâåí îò
êëåòêèòå 1, 2, . . . , 20.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

17 18 19 20
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Ùå äîêàæåì, ÷å âñåêè îò öâåòîâåòå íà êëåòêè 1, 2, 3 è 4 ñå ñðåùà â íÿêîÿ îò êëåòêèòå 5, 6, 7,

è 8. Ïðàâîúãúëíèöèòå 4×3 ñ úãëîâè êëåòêè 1, 3, 13, 15 è 5, 7, 17, 19 ñå ïðåñè÷àò â êâàäðàòà
ñ úãëîâè êëåòêè 5, 7, 13, 15. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å öâåòîâåòå â 1, 2, 3 ñúâïàäàò ñ öâåòîâåòå â

17, 18, 19. Àíàëîãè÷íî, öâåòîâåòå â 2, 3, 4 ñúâïàäàò ñ öâåòîâåòå â 18, 19, 20. Ñëåäîâàòåëíî

âñåêè öâÿò, êîéòî ñå ñðåùà â 1, 2, 3, 4 ñå ñðåùà â íÿêîÿ îò êëåòêèòå 17, 18, 19, 20 (1).

Îò äðóãà ñòðàíà ïðàâîúãúëíèöèòå 3×4 ñ úãëîâè êëåòêè 5, 8, 13, 16 è 9, 12, 17, 20 ñå ïðåñè÷àò
â ïðàâîúãúëíèêà ñ úãëîâè êëåòêè 9, 12, 13, 16. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å öâåòîâåòå â êëåòêè 17, 18,

19, 20 ñúâïàäàò ñ öâåòîâåòå â êëåòêè 5, 6, 7, 8 (2).

Îò (1) è (2) ñëåäâà, ÷å âñåêè îò öâåòîâåòå íà êëåòêè 1, 2, 3 è 4 ñå ñðåùà â íÿêîÿ îò êëåòêèòå

5, 6, 7, è 8 (3).

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí ïðàâîúãúëíèê 3 × 4 è äà èçáåðåì ïðîèçâîëíà êëåòêà (áåç

îãðàíè÷åíèå íåêà òÿ å ÷åðâåíà) îò íàé-ãîðíèÿ ìó ðåä. Îò (3) ñëåäâà, ÷å âúâ âòîðèÿ ðåä

ñúùî èìà ÷åðâåíà êëåòêà. Ñåãà ïàê îò (3) ñëåäâà, ÷å è â ñëåäâàùèÿ ðåä èìà ÷åðâåíà êëåòêà.

Ñåäîâàòåëíî â öåëèÿ ïðàâîúãúëíèêè èìà ïîíå 3 ÷åðâåíè êëåòêè, ò.å. a ≥ 3 è àíàëîãè÷íî

b, c, d ≥ 3. Òúé êàòî a+ b+ c+ d = 12, òî a = b = c = d = 3.
Ùå äîêàæåì, ÷å âúâ âñåêè ÷åòèðè ñúñåäíè êëåòêè â ðåä èëè ñòúëá ñå ñðåùàò è ÷åòèðèòå

öâÿòà (4). Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è íåêà â êëåòêèòå 1, 2, 3, 4 èìà äâå ÷åðâåíè êëåòêè.

Ñïîðåä (3) â 5, 6, 7, 8 è 9, 10, 11, 12 ñúùî èìà ÷åðâåíà êëåòêà. Òîãàâà â ïðàâîúãúëíèêà 3×4
ñ úãëîâè êëåòêè 1, 4, 9, 12 èìà ïîíå 4 ÷åðâåíè êëåòêè, ïðîòèâîðå÷èå ñ a = 3.
Äà çàáåëåæèì, ÷å (4) ãàðàíòèðà, ÷å âúâ âñåêè ïðàâîúãúëíèê 3 × 4 âñåêè öâÿò ñå ñðåùà ïî

3 ïúòè. Ñåãà å ÿñíî, ÷å öÿëàòà òàáëèöà ñå ïîïúëâà åäíîçíà÷íî, àêî çíàåì êàê å ïîïúëíåí

ïðîèçâîëåí êâàäðàò 4× 4.
Äà îçíà÷èì öâåòîâåòå ñ x, y, z è t. Ïúðâèÿò ðåä íà êâàäðàò 4 × 4 ìîæå äà ñå îöâåòè ïî

4! = 24 íà÷èíà. Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî xyzt.

x y z t

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Çà öâåòà íà êëåòêàòà 5 èìà òðè âúçìîæíîñòè � y, z èëè t, êàòî çà âñåêè îò òåçè òðè ñëó÷àÿ
áðîÿò íà òàáëèöèòå å åäèí è ñúù. Íåêà öâåòúò íà êëåòêà 5 å y.

x y z t

y 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Ñëó÷àé 1. Àêî 6 å ñ öâÿò x, òî 7 å t, à 8 å z. Çà öâåòîâåòå íà 9 è 13 îñòàâàò z è t èëè t
è z (êàòî òîãàâà 10 è 14 ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî). Çà öâåòîâåòå íà 11 è 15 îñòàâàò x è

y èëè y è x (êàòî òîãàâà 12 è 16 ñà îïðåäåëåíè åäíîçíà÷íî). Îáùî â òîçè ñëó÷àé èìàìå

24.3.2.2 = 288 òàáëèöè.
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Ñëó÷àé 2. Àêî öâåòà íà êëåòêà 6 å z èëè t, òî çà âñåêè îò òåçè äâà ñëó÷àÿ áðîÿò íà òàáëèöèòå
å åäèí è ñúù. Íåêà öâåòúò íà êëåòêà 6 å z. Òîãàâà öâåòúò íà 7 å t, à öâåòúò íà 8 e x.

x y z t

y z t x

9 10 11 12

13 14 15 16

Çà öâåòà íà êëåòêàòà 9 èìà äâå âúçìîæíîñòè � z èëè t, êàòî çà âñåêè îò òåçè äâà ñëó÷àÿ

îñòàíàëèòå êëåòêè ñå îöâåòÿâàò åäíîçíà÷íî. Ïîó÷àâàò ñå òàáëèöèòå

x y z t

y z t x

z t x y

t x y z

x y z t

y z t x

t x y z

z t x y

Ñëåäîâàòåëíî ðàçëè÷íî îöâåòåíèòå òàáëèöè â ñëó÷àé 2 ñà 24.3.2.2 = 288.
Îáùî èìàìå 576 ðàçëè÷íè òàáëèöè.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: 2 ò. çà äîêàçâàíå íà a = b = c = d = 3; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å

âúâ âñåêè ïðàâîúãúëíèê 1× 4 (èëè 4× 1) ñå ñðåùàò è ÷åòèðèòå öâÿòà; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å
îöâåòÿâàíåòî íà öÿëàòà òàáëèöà ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò îöâåòÿâàíåòî íà êâàäðàò 4× 4;
2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà îòãîâîðà.

Çàäà÷à 12.1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n0 òàêà, ÷å çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî

n ≥ n0 óðàâíåíèåòî

sin(sin(. . . (sinx)))
︸ ︷︷ ︸

n ïúòè

= cos(cos(. . . (cos x)))
︸ ︷︷ ︸

n ïúòè

íÿìà ðåàëåí êîðåí.

�åøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ fn(x) è gn(x) ñúîòâåòíî ëÿâàòà è äÿñíàòà ÷àñò íà äàäåíîòî óðàâíå-
íèå.

Ïîíåæå cos(cos t) ≥ 1 − (cos t)2/2 ≥ 1/2, òî (1) gn(x) ≥ 1/2 ïðè n ≥ 2. (Àëòåðíàòèâíî,
| cos t| ∈ [0, 1] ⊂ [0, π/3) è çíà÷è cos(cos t) > cos(π/3) = 1/2.)
Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî sin t å ðàñòÿùà �óíêöèÿ â [0, 1], îò | sin t| ≤ |t| ïî èíäóêöèÿ

ñëåäâà, ÷å (2) |fn+1(x)| ≤ fn(1) =: an. Ïîíåæå 0 < an+1 = sin an < an, òî (an) å ñõîäÿùà
ðåäèöà. Çà íåéíàòà ãðàíèöà l èìàìå, ÷å sin l = l, îòêúäåòî l = 0. Òîãàâà îò (2) ñëåäâà, ÷å

ñúùåñòâóâà n0 ≥ 2 òàêà, ÷å (3) fn(x) < 1/2 ïðè n ≥ n0 è x ∈ R.
Ñåãà îò (1) è (3) ïîëó÷àâàìå, ÷å fn < gn ïðè n ≥ n0.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) 2 ò. çà (1), 1 ò. çà (2), 2 ò. çà an → 0 è 1 ò. çà (3).
Çàáåëåæêà. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ðåàëåí êîðåí ñàìî ïðè n =
1, 2, 3.

Çàäà÷à 12.2. Îêðúæíîñò k ïðåç âúðõà B íà △ABC ñå äîïèðà äî ïðàâàòà AC â òî÷êàòà

C. Òî÷êà D âúðõó ñòðàíàòà AB å òàêàâà, ÷å îòñå÷êàòà CD ïðåñè÷à k çà âòîðè ïúò â òî÷êà
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E, êàòî BE = DE. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ðàäèóñèòå íà âïèñàíèòå îêðúæíîñòè â △ACD è

△BCD ñà ðàâíè, òî BC = 2EC.

�åøåíèå. Íåêà ∡ABE = x è ∠CBE = y. Îò ïúðâîòî óñëîâèå ñëåäâà, ÷å ∡ACD = y, à îò
âòîðîòî � ∠BDC = x.
Íåêà CH ⊥ AB (H ∈ AB). Ïîíåæå

r△ACD =
AD.CH

AC + CD +AD
, r△BCD =

BD.CH

BC + CD +BD
, òî

r△ACD = r△BCD ⇔ AC + CD

AD
=

BC +CD

BD

⇔ sinx+ sin(x− y)

sin y
=

sinx+ sin(x+ y)

sin(2x+ y)

⇔ 2 sin(x− y
2 ) cos

y
2

sin y
=

2 sin(x+ y
2 ) cos

y
2

2 sin(x+ y
2 ) cos(x+ y

2 )

⇔ 2 sin(x− y

2
) cos(x+

y

2
) = sin y ⇔ sin 2x− sin y = sin y ⇔ BC = 2EC.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (6 òî÷êè) Ïî 1 ò. çà âñÿêî ⇔ .
Çàáåëåæêè. à) Îò ðåøåíèåòî ñëåäâà, ÷å îáðàòíîòî òâúðäåíèå (W. Pompe, 2020 ã.) ñúùî å

âÿðíî.

á) Àêî ∡ACB = 90◦, òî △ABC èçïúëíÿâà äàäåíèòå óñëîâèÿ òî÷íî êîãàòî ∡ABC = 75◦.

Çàäà÷à 12.3. Äà ñå ðåøè â öåëè ÷èñëà óðàâíåíèåòî

1

x
+

1

y
+

1

xy
=

1

x2 − y
.

�åøåíèå. Èìàìå, ÷å (x2 − y)(x+ y + 1) = xy, ò.å.

y2 − (x2 − 2x− 1)y − x3 − x2 = 0.

Ïðåñìÿòàìå (1) D = (x2 − 2x − 1)2 + 4(x3 + x2) = x4 + 6x2 + 4x + 1. Äà çàáåëåæèì, ÷å (2)
(x2 + 3)2 < D < (x2 + 4)2 ïðè x ≥ 3 è (3) (x2 + 2)2 < D < (x2 + 3)2 ïðè x ≤ −3. Îñòàâàò
ñëó÷àèòå x = ±1,±2, îòêúäåòî (4) (x, y) = (−1, 2), (2,−4), (2, 3).

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 1 ò. çà (1) è ïî 2 ò. çà (2), (3) è (4).

Çàäà÷à 12.4. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêèÿò ïåðèìåòúð íà ñå÷åíèå íà ïðàâèëåí òåòðàåäúð ñ

ðúá 1 è ðàâíèíà ïðåç ìåäèöåíòúðà ìó.

�åøåíèå. Íåêà π å ðàâíèíà ïðåç ìåäèöåíòúðà M íà ïðàâèëåí òåòðàåäúð ABCD ñ ðúá 1.

Íåêà π ïðåñè÷à òðè ðúáà ñ îáù âðúõ, íàïðèìåð AD, BD, CD ñúîòâåòíî â òî÷êè A1, B1,
C1. Òîãàâà ñå÷åíèåòî å △A1B1C1. Ïîëàãàìå A1D = x, B1D = y, C1D = z. Ïîíåæå

−−→
DM =

−−→
DA1

4x
+

−−→
DB1

4y
+

−−→
DC1

4z
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è M ∈ π, òî (1) 1/x+ 1/y + 1/z = 4. Ñëåäîâàòåëíî

(2) P△A1B1C1
=
√

x2 + y2 − xy +
√

y2 + z2 − yz +
√

z2 + x2 − zx

≥ x+ y

2
+

y + z

2
+

z + x

2
≥ 9

4
ñúãëàñíî íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî è ñðåäíîòî õàðìîíè÷íî.

Àêî π íå ïðåñè÷à òðè ðúáà ñ îáù âðúõ, òî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å π ïðåñè÷à ðúáîâåòå BA,
BC, DC, DA ñúîòâåòíî â òî÷êè E, F, G, H. Êàêòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å

(3)PEFGH ≥ BE +BF

2
+

CF +CG

2
+

DG+DH

2
+

AH +AE

2
= 2.

�àâåíñòâî ñå äîñòèãà, êîãàòî E, F, G, H ñà ñðåäè íà ñúîòâåòíèòå ðúáîâå. Ïîíåæå òåçè

ñðåäè è M ëåæàò â åäíà ðàâíèíà (M å öåíòúðúò íà êâàäðàòà EFGH), çàêëþ÷àâàìå, ÷å (4)

minPπ = 2.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå: (7 òî÷êè) 1 ò. çà (1), 3 ò. çà (2), 2 ò. çà (3), è 1 ò. çà (4).

Àâòîðè íà çàäà÷èòå: 8.1, 8.2, 8.3, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 9.1 � Ìàêñèì Éîðäàíîâ, 9.2 �

Äèíêî �àäíåâ , 9.3 � Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ, 9.4 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ; 10.1 � Äèàíà Äàíîâà,

10.2 � Òàíÿ Ñòîåâà, 10.3 � Äèàíà Äàíîâà è Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ, 10.4 � Åìèë Êîëåâ; 11.1,

11.2 � Àäåëèíà ×îïàíîâà, 11.3, 11.4 � Åìèë Êîëåâ; 12.1, 12.2, 12.3, 12.4 � Íèêîëàé Íèêîëîâ
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