
Ïðîëåòíè ìàòåìàòè÷åñêè ñúñòåçàíèÿ

Ïëåâåí, 30 ìàðò � 1 àïðèë 2018 ã.

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 9.1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

x+
√
x2 + 2 = 2a+ 1 +

√
2ax+ 2a+ 3,

êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë ïðè 2ax+ 2a+ 3 ≥ 0. Èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî

x+
√
x2 + 2 = 2a+ 1 +

√
2ax+ 2a+ 3 ⇐⇒

√
x2 + 2−

√
2ax+ 2a+ 3 = 2a+ 1− x

⇐⇒ x2 − 2ax− 2a− 1√
x2 + 2 +

√
2ax+ 2a+ 3

= 2a+ 1− x

⇐⇒ (x+ 1)(x− 2a− 1)√
x2 + 2 +

√
2ax+ 2a+ 3

= 2a+ 1− x.

Ïðè x = 2a+1 ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå, çàùîòî 2a(2a+1)+2a+3 = 4a2+4a+3 = (2a+1)2+2 > 0. Ïðè x 6= 2a+1
äîñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

x+ 1√
x2 + 2 +

√
2ax+ 2a+ 3

+ 1 = 0,

êîåòî íÿìà ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëíî, ïðè x ≥ −1 ëÿâàòà ñòðàíà î÷åâèäíî å ïîëîæèòåëíà, à ïðè x < −1 èìàìå

x+ 1√
x2 + 2 +

√
2ax+ 2a+ 3

>
x+ 1√
x2 + 2

>
x+ 1

|x|
> −1

(ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà x+ |x|+ 1 > 0, êîåòî î÷åâèäíî å èçïúëíåíî).
Îêîí÷àòåëíî, çà âñÿêî ðåàëíî a óðàâíåíèåòî èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = 2a+ 1.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàöèîíàëèçèðàíå íà ëÿâàòà ÷àñò
óðàâíåíèåòî; 1 ò. çà ðàçëàãàíå íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí; 1 ò. çà óñòàíîâÿâàíå íà ðåøåíèåòî x = 2a + 1, 2 ò. çà
äîêàçâàíå, ÷å íÿìà äðóãè ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC (<) ACB = 90◦). Òî÷êà O îò ñðåäíàòà îòñå÷êàMN (M å ñðå-
äà íà AC, N å ñðåäà íà BC) å òàêàâà, ÷å <) AOC = 90◦, à òî÷êà P îò îòñå÷êàòà AO å òàêàâà, ÷å <) ACP =<) BCO.
Äà ñå äîêàæå, ÷å <) ABP =<) CBO.
Ðåøåíèå. Òúé êàòî OM å ìåäèàíà â ïðàâîúãúëíèÿ 4AOC, èìàìå <) OAC =<) AOM . Îòòóê è îò MN‖AB
èìàìå 2 <) OAM =<) OMC =<) BAC := α. Ñëåäîâàòåëíî <) OAC =<) AOM = α

2 . Òîãàâà èìàìå <) BCO =
90◦− <) ACO =<) OAC = α

2 è îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å <) ACP = α
2 .

Îò <) ACP =<) PAC = α
2 ñëåäâà, ÷å 4APC å ðàâíîáåäðåí. Òîãàâà PM å ìåäèàíà è âèñî÷èíà, ò.å. PM ⊥ AC,

îòêúäåòî PM‖BC.
Íåêà ïðàâàòà MP äà ïðåñè÷à AB â òî÷êà K. Òîãàâà MK å ñðåäíà îòñå÷êà â 4ABC. Îñâåí òîâà 4AKP ∼

4CNO ïî ïúðâè ïðèçíàê. Ñëåäîâàòåëíî 4ABP ∼ 4CBO, çàùîòî <) BAP =<) BCO = α
2 è îò AP

AK = CO
CN ñëåäâà

AP
AB = CO

CB . Îò ïîñëåäíîòî ïîäîáèå ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî <) ABP =<) CBO.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å <) BAC = 2 <) OAM ; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å 4ACP å
ðàâíîáåäðåí; 1 ò. çà PM‖BC; 1 çà âúâåæäàíå íà òî÷êà K è äîêàçàòåëñòâî íà ïîäîáèåòî 4AKP ∼ 4CNO; 2 ò.
çà äîâúðøâàíå.

Çàáåëåæêà. Äîïúëíèòåëíîòî ïîñòðîåíèå ìîæå äà ñå èçáåãíå ñ íàìèðàíå íà ïîäîáèåòî 4PCO ∼ 4ABC.

Çàäà÷à 9.3. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 10 ñ äåñåòè÷åí çàïèñ abcde... äåôèíèðàìå ÷èñëîòî f(n) = abcde..., êàòî
ñ÷èòàìå, ÷å 00 = 1, è, àêî n èìà íå÷åòåí áðîé öèôðè, ïîñëåäíàòà å íà ïúðâà ñòåïåí (íàïðèìåð f(235) = 23.5 = 40
è f(2358) = 23.58 = 3125000). ×èñëîòî n ñå íàðè÷à ñòàáèëíî, àêî f(n) = n.

à) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòàáèëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî ñà ïî-ìàëêè îò 2018.
á) Ñúùåñòâóâà ëè ñòàáèëíî ÷èñëî, ïî-ãîëÿìî îò 2018?

Ðåøåíèå. à) Îòãîâîð � íÿìà òàêèâà!
Àêî n = abc å ñòàáèëíî òðèöèôðåíî ÷èñëî, òî 100a + 10b + c = abc ⇐⇒ 10(10a + b) = (ab − 1)c. Î÷åâèäíî

a ≥ 2, b ≥ 2 è c > 0 (èíà÷å ab.c ≤ ac ≤ 81). Ùå ðàçãëåäàìå ðàçëè÷íèòå âúçìîæíîñòè çà b.
Ïðè b ≥ 5 èìàìå 999 ≥ n ≥ 45.c ≥ 1024 ïðè a ≥ 4. Àêî a = 2, ïîëó÷àâàìå 10(20 + b) = (2b − 1)c, êúäåòî

c î÷åâèäíî å ÷åòíî è çíà÷è 5|2b − 1, ò.å. b = 8 (ïîêàçàòåëÿò íà 2 ïî ìîäóë 5 å 4) è 280 = 255c, ïðîòèâîðå÷èå.
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Àêî a = 3, èìàìå (3b − 1)c = 10(30 + b) ∈ [350, 390], îòêúäåòî b = 5 è 350 = 242c, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî
b ∈ {2, 3, 4}.

Ïðè b = 2 ïîëó÷àâàìå 20(5a+ 1) = (a2 − 1)c, îòêúäåòî 5|a2 − 1, ò.å. a = 4 èëè 6 èëè 5|c, ò.å. c = 5. È â äâàòà
ñëó÷àÿ íÿìàìå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ñå îòõâúðëÿ è ñëó÷àÿò b = 3 (ñàìî a = 6 èëè c = 5). Ïðè b = 4 ïîëó÷àâàìå
20(5a+ 2) = (a4 − 1)c. Àêî a å ÷åòíî, òî 8|c, ò.å. c = 8 è íÿìàìå ðåøåíèå. Àêî a å íå÷åòíî, èìàìå ïðîòèâîðå÷èå
ïî ìîäóë 8.

Àêî n = abcd å ñòàáèëíî ÷åòèðèöèôðåíî ÷èñëî, íåíàäìèíàâàùî 2018, òî n = cd. Âúçìîæíîñòèòå çà ïîñëåäíîòî
â èíòåðâàëà [1000, 2018] ñà 45 = 1024 è 64 = 1296 (ÿñíî å, ÷å èìà ìàêñèìóì åäíà ñòåïåí íà öèôðà â òîçè èíòåðâàë)
è òå íå âîäÿò äî ðåøåíèå.

á) Äà, n = 2592 = 25.92.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 5 ò. çà à) è 2 ò. çà á). Çà à): 1 ò. çà îãðàíè÷åíèÿòà a ≥ 2, b ≥ 2 è c > 0, 2 ò. çà
îòõâúðëÿíå íà b ≥ 5, 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà b ∈ {2, 3, 4} è 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà ÷èñëàòà, íåíàäìèíàâàùè 2018.

Çàáåëåæêà. Ïîíÿòèåòî ñòàáèëíî ÷èñëî â ñìèñúëà íà òàçè çàäà÷à å âúâåäåíî îò Êîíóåé ïðåç 2007 ã. Îñâåí
åäíîöèôðåíèòå ÷èñëà è 2592 å èçâåñòíî îùå ñàìî åäíî ñòàáèëíî ÷èñëî, à èìåííî 24547284284866560000000000.
Èçâåñòíî å îùå, ÷å íÿìà äðóãè ñòàáèëíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò 10100.

Çàäà÷à 9.4. Äàäåíè ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà n èm, çà êîèòî n ≥ m ≥ 2. Ãðóïà îò íÿêîëêî ìîíåòè ñå íàðè÷à n-äîáðà,
àêî â íåÿ íÿìà ïîâå÷å îò n ìîíåòè ñ åäíà è ñúùà ñòîéíîñò. ×èñëî S ñå íàðè÷à n-äîñòèæèìî, àêî â ãðóïàòà èìà
n ìîíåòè ñúñ ñáîð îò ñòîéíîñòèòå èì, ðàâåí íà S. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà åñòåñòâåíî ÷èñëî D,
çà êîåòî çà âñÿêà n-äîáðà ãðóïà îò D ìîíåòè ñúùåñòâóâàò ïîíå m ðàçëè÷íè ÷èñëà, êîèòî ñà n-äîñòèæèìè.

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ãðóïà îò n +m − 2 ìîíåòè, â êîÿòî èìà n ìîíåòè îò 1 ëåâ è m − 2 ìîíåòè îò 2 ëåâà.
Âñÿêî n-äîñòèæèìî ÷èñëî èìà âèäà x + 2y, êúäåòî x å áðîÿ íà ìîíåòèòå îò 1 ëåâ, à y å áðîÿ íà ìîíåòèòå îò 2
ëåâà è x + y = n. Ñëåäîâàòåëíî x + 2y = n + y. Òúé êàòî ìîíåòèòå îò 2 ëåâà ñà m − 2, òî y ìîæå äà ïðèåìà
ñòîéíîñòè 0, 1, 2, . . . ,m−2, ò.å. m−1 ñòîéíîñòè. Ñëåäîâàòåëíî n-äîñòèæèìèòå ÷èñëà ñà m−1, ò.å. D > n+m−2.

Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíà ãðóïà îò n+m− 1 ìîíåòè è äà ãè ïîäðåäèì ïî ãîëåìèíà:

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an+m−1.

Çà âñÿêî i = 1, 2, . . .m äà ðàçãëåäàìå ñáîðîâåòå

Si = ai + ai+1 + · · ·+ an+i−1.

Òúé êàòî ãðóïàòà å n-äîáðà, òî íå ìîæå äà èìà n+ 1 ïîñëåäîâàòåëíè ðàâíè ÷èñëà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å an+i > ai
çà âñÿêî i = 1, 2, . . .m− 1. Ïîíåæå Si+1 − Si = an+i − ai > 0, òî

Si < Si+1 < · · · < Sm.

Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëàòà S1, S2, . . . , Sm ñà ðàçëè÷íè è ñà n-äîñòèæèìè, ò.å. D = m+ n− 2.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà íåðàâåíñòâîòî D > n+m− 2; 4 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å âúâ âñÿêà n-äîáðà
ãðóïà îò m+ n− 1 ìîíåòè èìà ïîíå m ÷èñëà, êîèòî ñà n-äîñòèæèìè.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà: ∣∣∣∣ y + 2 · 4x+y−1 = 10
4√

2y−3 + 22−x−y = 5
.

Ðåøeíèå. Äà çàïèøåì ñèñòåìàòà âúâ âèäà∣∣∣∣ 2y − 3 + 4x+y = 17
4√

2y−3 + 4
2x+y = 5

.

Ïîëàãàìå u =
√
2y − 3 è v = 2x+y, u ≥ 0, v > 0 è ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣ u2 + v2 = 17

1
u + 1

v = 5
4

,

ò.å. (u+ v)2 − 2uv = 17, u+ v = 5
4uv.

Àêî X = uv, òî ïîëó÷àâàìå
25

16
X2 − 2X − 17 = 0
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ñ êîðåíè X1 = 4 è X2 = − 68
25 . Òúé êàòî uv ≥ 0, òî âòîðèÿò êîðåí íå âîäè äî ðåøåíèå. Îòòóê ïîëó÷àâàìå

u+ v = 5, uv = 4, ò.å. u, v ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî Y 2 − 5Y + 4 = 0. Òîâà âîäè äî äâà ñëó÷àÿ,

(i) u = 4, v = 1, (ii) u = 1, v = 4,

îò êîèòî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà (i) x = − 19
2 , y = 19

2 è (ii) x = 0, y = 2.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà ïðåîáðàçóâàíå íà ñèñòåìàòà è èçâúðøâàíå íà ïîëàãàíåòî, 2 ò. çà
ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà â íîâèòå ïðîìåíëèâè è çà îòõâúðëÿíå íà åäíîòî ðåøåíèå, 2 ò. çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà
íà ñèñòåìàòà îò óñëîâèåòî.

Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, âïèñàí â îêðúæíîñò k1. Îêðúæíîñòòà k2 ñå äîïèðà äî k1 â òî÷êà C è
äî ñòðàíàòà AB â òî÷êà T . Ïðàâàòà CT ïðåñè÷à k1 çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q. Ïðàâàòà QN , N ∈ k2, å äîïèðàòåëíà
êúì k2. Äà ñå äîêàæå, ÷å îêðúæíîñòòà, îïèñàíà îêîëî 4ABN , ìèíàâà ïðåç öåíòúðà íà âïèñàíàòà â 4ABC
îêðúæíîñò.

Ðåøeíèå. Îò ïðåñìÿòàíå íà <) BAC ÷ðåç äúãè â k2 ñëåäâà, ÷å äúãèòå â òàçè îêðúæíîñò, îòãîâàðÿùè íà <) ACT

è <) BCT , ñà ðàâíè, ò.å. CT å úãëîïîëîâÿùà íà <) ACB. Òîãàâà Q å ñðåäà íà äúãàòà
_

AB îò k1 è QA = QB = QI,
êúäåòî I å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â 4ABC îêðúæíîñò. Ùå äîêàæåì, ÷å QN = QI, îòêúäåòî èñêàíîòî ñëåäâà.

Èìàìå QN2 = QT.QC è îñòàâà äà èçðàçèì QT è QC. Îò 4ACT ∼ QCB ïîëó÷àâàìå QC = AC.QB
AT , à îò

4BTQ ∼ 4CTA èìàìå QT = QB.AT
AC . Óìíîæàâàíåòî íà ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâî äàâà QN = QI.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å CT å úãëîïîëîâÿùà íà <) ACB, 1 ò. çà QA = QB = QI,
1 ò. çà QN2 = QT.QC, ïî 1 ò. çà èçðàçÿâàíåòî íà QT è QC, 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.3. Çà ðåäèöàòà îò öåëè ÷èñëà A = (ai)
∞
i=1 îçíà÷àâàìå ñ Dm(A) áåçêðàéíàòà ðåäèöà, ïîëó÷åíà îò A

ñëåä èçòðèâàíå íà âñåêè íåèí m-òè ÷ëåí:

Dm(A) : a1, a2, . . . , am−1, am+1, . . . , a2m−1, a2m+1, . . . ,

à ñ S(A) îçíà÷àâàìå ðåäèöàòà îò ÷àñòè÷íèòå ñóìè íà A:

S(A) : a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . .

Íåêà A = (ai)
∞
i=1, êúäåòî an = 1 + (n − 1)d çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è d å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå íàìåðÿò

âñè÷êè n è d, çà êîèòî ðåäèöàòà S(D2(S(D3(A)))) ñúäúðæà ÷èñëîòî 22018.

Ðåøeíèå. Íåêà ðåäèöàòà A èìà èñêàíîòî ñâîéñòâî. Äà îçíà÷èì ñ B = (bi)
∞
i=1 ðåäèöàòà S(D3(A)). Òîãàâà

b2k+1 = (a1 + a4 + . . .+ a3k+1) + (a2 + a5 + . . .+ a3k−1)

=
(2a1 + k · 3d)(k + 1)

2
+

(2a2 + (k − 1) · 3d)k
2

= 2k + 1 + (3k2 + k)d.

Íåêà ïî-íàòàòúê C = S(D2(B)) = (ci)
∞
i=1. Òîãàâà

cn =
n−1∑
k=0

b2k+1

=
n−1∑
k=0

(2k + 1 + (3k2 + k)d)

=
n−1∑
k=0

(2k + 1) + 3d
n−1∑
k=0

k2 + d
n−1∑
k=0

k

= n2 + 3d
(n− 1)n(2n− 1)

6
+ d

n(n− 1)

2

= n2(1 + (n− 1)d).

Ñëåäîâàòåëíî (1 + (n− 1)d)n2 = 22018 çà íÿêîè åñòåñòâåíè n è d. Òîãàâà n = 2t, t ∈ N, îòêúäåòî

(2t − 1)d = 22018−2t − 1.

Ñëåäîâàòåëíî 2t − 1 äåëè 22018−2t − 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å t äåëè 2018− 2t. Ñåãà å ÿñíî, ÷å t å åäíî îò ÷èñëàòà 1,
2, 1009, 2018. Òúé êàòî 2018− 2t > 0, èìàìå t = 1 èëè 2. Òîâà äàâà ðåøåíèÿòà

n = 2, d = 22016 − 1, n = 4, d =
22014 − 1

3
.

3

Свалено от Klasirane.com

https://klasirane.com


Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà B â ÿâåí âèä, 2 ò. çà èçðàçÿâàíå
íà ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà C, 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ïîðåäíèÿò íîìåð íà 22018 å n = 2t, êúäåòî t å äåëèòåë íà 2018,
2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèÿòà è îòõâúðëÿíå íà äåëèòåëèòå 1009 è 2018.

Çàäà÷à 10.4. Âæ. Çàäà÷à 11.4.

Çàäà÷à 11.1. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî íåðàâåíñòâîòî

loga+2−x
(
logx−a a

)
> 0

èìà ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè ñà a > 0, x ∈ (a, a+ 2), x 6= a+ 1 è logx−a a > 0.
1. Ïðè x ∈ (a, a+ 1) èìàìå a+ 2− x > 1 è x− a < 1. Íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà

a < x− a ⇐⇒ x > 2a.

Çà äà èìà ðåøåíèå íåðàâåíñòâîòî òðÿáâà 2a < a+ 1, ò.å. 0 < a < 1.
2. Ïðè x ∈ (a+ 1, a+ 2) èìàìå a+ 2− x < 1 è x− a > 1. Íåðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà

0 < logx−a a < 1,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå
1 < a < x− a.

Çà äà èìà ðåøåíèå íåðàâåíñòâîòî òðÿáâà 1 < a è 2a < a+ 2, ò.å. 1 < a < 2.
Îêîí÷àòåëíî òúðñåíèòå ñòîéíîñòè ñà 0 < a < 2, a 6= 1.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè; 2 ò. çà ñëó÷àÿ x ∈ (a, a + 1); 3 ò. çà ñëó÷àÿ
x ∈ (a+ 1, a+ 2).

Çàäà÷à 11.2. Â 4ABC å âïèñàíà îêðúæíîñò ñ öåíòúð O1, êîÿòî ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå ìó AB, BC è AC
ñúîòâåòíî â òî÷êè C1, A1 è B1. Âúíøíîâïèñàíàòà êúì ñòðàíàòà AB îêðúæíîñò èìà öåíòúð O2 è ñå äîïèðà äî
AB è ïðîäúëæåíèÿòà íà ñòðàíèòå AC è BC ñúîòâåòíî â òî÷êè C2, B2 è A2. Íåêà O1C1 ïðåñè÷à A1B1 â òî÷êà
M , à O2C2 ïðåñè÷à A2B2 â òî÷êà N . Äà ñå äîêàæå, ÷å C1M = C2N .

Ðåøåíèå. Àêî AC = BC, òî ïîðàäè AB1 = AB2 = BA1 = BA2 îòñå÷êàòà AB å ñðåäíà îòñå÷êà â òðàïåöà
B2A2A1B1. Òîãàâà òî÷êèòå C1 è C2 ñúâïàäàò è C1 å ñðåäà íà MN .

Íåêà AC > BC è äà îçíà÷èì ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà AB ñ A1B1 è A2B2 ñúîòâåòíî ñ P è Q. Îò A1B1 ‖ A2B2

Ñëåäâà, ÷å <) APB1 =<) BQA2 è <) AB1P+ <) BA2Q = 180◦. Ñåãà îò AB1 = AC1 = BC1 = BA2 ñëåäâà, ÷å

AP =
AB1 sinψ

sinϕ
=
BA2 sin(180

◦ − ψ)
sinϕ

= BQ,

îòêúäåòî PC1 = QC2. Ñëåäîâàòåëíî 4PC1N ∼= 4QC2N , ò.å. C1N = C2N .

Îöåíÿâàíå.

Çàäà÷à 11.3. Íåêà k ∈ (1/2, 1) è a1 > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an+1 = kan+(1−k)/an å ñõîäÿùà
è äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà �è.

Ðåøåíèå. Èìàìå, ÷å

(1) an+1 − an = (1− k)(1/an − an), (2) an+1 − 1 = (an − 1)(k − (1− k)/an).

Ïîíåæå m = (1− k)/k ∈ (0, 1), ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å:
(3) àêî a1 ≥ 1, òî a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 1;
(4) àêî 0 < a1 ≤ m, òî a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 1;
(5) àêî m < a1 < 1, òî a1 < a2 < · · · < 1.

Çíà÷è ðåäèöàòà a2, a3 . . . å ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà. Çà ãðàíèöàòà �è l èìàìå, ÷å
l = kl + (1− k)/l, îòêúäåòî (6) l = 1.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. Ïî 1 ò. çà âñÿêî (i).

Çàäà÷à 11.4. Ñúùåñòóâàò ëè âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà a è b, çà êîèòî a > 2018, b > 2018 è çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî c > 2018 ÷èñëîòî a2b2 + b2c2 + a2c2 èìà ïðîñò äåëèòåë p îò âèäà p = 3k + 2?
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Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òàêèâà a è b ñúùåñòâóâàò è äà èçáåðåì c = a+ b. Òîãàâà

a2b2 + b2c2 + a2c2 = (a2 + ab+ b2)2.

Íåêà p = 3k+2 å ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî äåëè a2+ab+b2. Àêî p|a, òî p|b2, ò.å. p å îáù äåëèòåð íà a è b, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî p íå äåëè íèòî a, íèòî b.

Èìàìå a3 ≡ b3 (mod p). Ñëåäîâàòåëíî a3k ≡ b3k (mod p), à îò äðóãà ñòðàíà a3k+1 ≡ b3k+1 (mod p) (îò
òåîðåìàòà íà Ôåðìà). Îò ïîñëåäíèòå äâå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìå a ≡ b (mod p). Òúé êàòî p äåëè a2 + ab+ b2, òî
p äåëè 3a2. Ïîíåæå p = 3k + 2 6= 3, òî p äåëè a è b, ïðîòèâîðå÷èå.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà èçáîð íà c, êîåòî ðàáîòè, 5 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å èçáðàíîòî c ðàáîòè.

Çàäà÷à 12.1. Íåêà I è M ñà öåíòúðúò íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è ìåäèöåíòúðúò íà 4ABC, çà êîéòî AC 6= BC.
Äà ñå äîêàæå, ÷å IM ⊥ AB òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî AC +BC = 3AB.

Ïúðâî ðåøåíèå. Íåêà D è E ñà ïðîåêöèèòå íà C è I âúðõó ïðàâàòà AB, a F å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Òîãàâà

(1) IM ⊥ AB ⇔ME||CD ⇔ FD = 3FE.

Ùå ñëåäâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà åëåìåíòèòå íà 4ABC. Ìîæåì äà ñè÷òàìå, ÷å a < b. Òîãàâà

(2) FE = AE −AF =
b+ c− a

2
− c

2
=
b− a
2

,

(3) FD = AD −AF = b cosα− c

2
=
b2 + c2 − a2

2c
− c

2
=
b2 − a2

2c
.

Îò (1), (2) è (3) ñëåäâà, ÷å IM ⊥ AB ⇔ a+ b = 3c.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà (1), 1 ò. çà (2), 2 ò. çà (3) è 1 ò. çà çàêëþ÷åíèå.

Âòîðî ðåøåíèå. Íåêà C1 = CI ∩ C1, à A1 è B1 ñà òàêèâà òî÷êè ñúîòâåòíî âúðõó ñòðàíèòå BC è AC, ÷å
AB1 = AC1 è BA1 = BC1. Ïîíåæå AI è BI ñà ñèìåòðàëè íà B1C1 è A1C1, òî I å öåíòúðúò íà îïèñàíàòà
îêðúæíîñò îêîëî 4A1B1C1. Ñëåäîâàòåëíî (1) IC2 ⊥ A1B1, êúäåòî C2 å ñðåäàòà íà A1B1. Îò äðóãà ñòðàíà,

AB1

BA1
=
AC1

BC1
=
AC

BC

è çíà÷è (2) A1B1||AB. Òîãàâà IC2 ⊥ AB è C2 = CM ∩A1B1. Ïîíåæå AC 6= BC, òî I 6∈ CM. Ñëåäîâàòåëíî

IM ⊥ AB ⇔ C2 =M ⇔ AC

3
= AB1 = AC1 =

AB.AC

AC +BC
⇔ AC +BC = 3AB.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. Ïî 1.5 ò. çà (1) è (2), è 3 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàáåëåæêà. Äðóãî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà, àêî ñå èçïîëçâà, ÷åMI ⊥ AB âëå÷å, ÷å AM2−r2 = (p−a)2BM2−r2 =
(p− b)2.

Çàäà÷à 12.2. Íåêà k ∈ (0, 1/2) è a1 > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an+1 = kan+(1−k)/an å ñõîäÿùà
è äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà �è.

Ïúðâî ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å íå ñúùåñòâóâà n, çà êîåòî an ∈ [1,m], êúäåòî m = (1− k)/k > 1. Òîãàâà îò

(1) an+1 − an = (1− k)(1/an − an), (2) an+1 − 1 = (an − 1)(k − (1− k)/an)

ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å a2 > a3 > · · · > m è çíà÷è ðåäèöàòà å ñõîäÿùà. Çà ãðàíèöàòà �è l èìàìå, ÷å l = kl+(1−k)/l,
îòêúäåòî l = 1, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî-íàòàòúê ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å (3) a1 ∈ [1,m]. Îò (2) è

(4) an+2 − an = k(1− k)(1− a2n)(1/an + 1/an+1)

ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å (5) a1 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 1 è a2 ≤ a4 ≤ · · · ≤ 1. Çíà÷è òåçè äâå ïîäðåäèöè ñà ñõîäÿùè è îò (4)
çàêëþ÷àâàìå, ÷å (6) an → 1.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. Ïî 0,5 ò. çà (1) è (2), ïî 1 ò. çà (4) è (6), è ïî 1,5 ò. çà (3) è (5).

Âòîðî ðåøåíèå. (Ñòåôàí Ãåðäæèêîâ) Äà ðàçãëåäàìå ðàçëèêèòå an − 1/an. Äèðåêòíî çàìåñòâàíå â ðåêóðåí-
òíàòà çàâèñèìîñò ïîêàçâà, ÷å:

an+1 − 1/an+1 = (an − 1/an)(k − (1− k)/(ka2n + 1− k))
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Êîåôèöèåíòúò â ñêîáèòå å ìåæäó k − 1 (ïðè an → 0 ) è k (ïðè an →∞). Ñëåäîâàòåëíî:

|an+1 − 1/an+1| < max(k, 1− k)|an − 1/an|.

Íåêà c = max(k, 1 − k) ∈ (0; 1). Îòòóê |an+m − 1/an+m| < cm|an − 1/an| è çíà÷è |an − 1/an| → 0. Íàêðàÿ îò
an+1 − an = (1− k)(an − 1/an) ïîëó÷àâàìå, ÷å:

|an+m − an| = (1− k)|
∑
i

an+i − 1/an+i| ≤ (1− k)
∑
i

ci|an − 1/an| < (1− k)/(1− c)|an − 1/an|

Ñëåäîâàòåëíî (an) å ðåäèöà íà Êîøè è èìà ãðàíèöà (òúé êàòî R å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî). Ãðàíèöàòà
ñå ñìÿòà äèðåêòíî.

Çàäà÷à 12.3. Åäèí ñëåä äðóã, À è Â ïîïúëâàò ñ 0 èëè 1 íÿêîå íåïîïúëíåíî äî òîçè ìîìåíò êàäðàò÷å â ïîñëå-
äîâàòåëíîñò îò 66 êâàäðàò÷åòà. Â ïå÷åëè, àêî ïîëó÷åíîòî íàêðàÿ 66-öèôðåíî ÷èñëî ñå äåëè íà 111 âúâ âñÿêà
áðîéíà ñèñòåìà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ïå÷åëè À. Êîé îò äâàìàòà èìà ïå÷åëèâøà ñòðàòåãèÿ, àêî ÷èñëîòî:

à) ìîæå äà çàïî÷âà ñ 0; á) íå ìîæå äà çàïî÷âà ñ 0?

Ðåøåíèå. Àêî ÷èñëîòî å a0a1 . . . a64a65, òî Â ïå÷åëè, êîãàòî x2 + x + 1 äåëè a0x
65 + a1x

64 + · · · + a64x + a65 çà

âñÿêî öÿëî ÷èñëî x ≥ 2. Ïîíåæå x2 + x + 1 äåëè xn+3 − xn, òîâà îçíà÷àâà, ÷å c(x) =
C0x

2 + C1 + C2

x2 + x+ 1
e öÿëî

÷èñëî, êúäåòî
C0 = a0 + a3 + · · ·+ a63, C1 = a1 + a4 + · · ·+ a64, C2 = a2 + a5 + · · ·+ a65.

Túé êàòî |c(x)− C0| < 1 ïðè x ≥ max{|C1 − C0|, |C2 − C0|}, òî Â ïå÷åëè, àêî C0 = C1 = C2.

à) Â ïå÷åëè ïðè ñëåäíàòà ñòðàòåãèÿ: ñëåä ïîïúëíåíà îò À öèôðà a îò ãðóïàòà (ñúñ ñóìà) Ci, ïîïúëâà ñ 1− a
öèôðà îò ñúùàòà ãðóïà (íàêðàÿ C0 = C1 = C2 = 11).

á) À ïå÷åëè ïðè ñëåäíàòà ñòðàòåãèÿ: íèêîãà íå ïîïúëâà a0, îòíà÷àëî è ñëåä õîä íà Á â C0 ïîïúëâà 1 â ñúùàòà
ãðóïà (àêî òÿ íå å çàïúëíåíà), à èíà÷å ïîïúëâà ïîïúëâà 0 â C1 ∪ C2 (íàêðàÿ C0 ≥ 12 > min{C1, C2}).
Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà Â ïå÷åëè, àêî C0 = C1 = C2, 2 ò. çà à) è 3 ò. çà á).

Çàäà÷à 12.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ïîëèíîì P îò ñòåïåí n ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè, çà êîéòî xP 2(x)− (P (x)− 1)2 å íå÷åòíà ôóíêöèÿ.

Ðåøåíèå. Íåêà P (x) = Q(x2) + xR(x2) å ïîëèíîì, èçïúëíÿâàù óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, êîåòî ùå áåëåæèì ñ
(1). Òúé êàòî

xP 2(x)− (P (x)− 1)2 = −(Q(x2)− 1)2 − x2R2(x2) + 2x2Q(x2)R(x2)

+x[Q2(x2) + x2R2(x2)− 2Q(x2)R(x2) + 2R(x2)],

òîâà îçíà÷àâà, ÷å
(2) (Q(x)− 1)2 + xR2(x)− 2xQ(x)R(x) = 0.

Îòòóê ëåñíî ñëåäâà, ÷å degQ = degR èëè degQ = degR+1. Çíà÷è, àêî degP = 2n−1, òî degQ = degR = n−1,
à àêî degP = 2n, òî degQ = degR+ 1 = n.

Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà áåçêðàéíîòî ñïóñêàíå.
Íåêà degP = 2n. Îò ôîðìóëèòå íà Âèåò ñëåäâà, ÷å f(x) = −Q(x) + 2xR(x) + 2 è R(x) èçïúëíÿâàò (2), êàòî

Q(x)f(x) = xR2(x) − 1. Â ÷àñòíîñò, deg f = n − 1. Çíà÷è ïîëèíîìúò g(x) = f(x2) + xR(x2) èçïúëíÿâà (1), êàòî
deg g = 2n− 1 (çàùî?).

Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå âèæäà, ÷å àêî degP = 2n−1 è h(x) = 2Q(x)−R(x), òî ïîëèíîìúò g(x) = Q(x2)+xh(x2)
èçïúëíÿâà (1), êàòî deg g = 2n− 2.

Ïðîäúëæàâàéêè ïî òîçè ïúò, íàêðàÿ ùå äîñòèãíåì äî êîíñòàíòåí ïîëèíîì P0, èçïúëíÿâàù (1), ò.å. äî P0 = 1.
Îáðàòíî, àêî Q0 = 1, R0 = 0,

Q2n−1 = Q2n−2, R2n−1 = 2Q2n−2 −R2n−2,

Q2n = 2xR2n−1 + 2−Q2n−1, R2n = R2n−1,

òî Pn(x) = Qn(x
2) + xRn(x

2) èçïúëíÿâà (1), êàòî degPn = n.
Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà (2), 3 ò. çà
”
ñïóñêàíå“äî P0 = 1 è 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 9.1, 9.2 è 10.2 � Äèàíà Äàíîâà, 9.3 � Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, 10.1 è 10.3 � Èâàí
Ëàíäæåâ, 9.4, 10.4(11.4) è 11.2 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ, 11.1 � Åìèë Êîëåâ, 11.3, 12.1, 12.2, 12.3 è 12.4 � Íèêîëàé
Íèêîëîâ.
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