MuwunucTepcTBO Ha 0Opa30BaHMETO W HAyKaTa
Cwb1o3 Ha MmaTemarunuTe B bbiarapus

TpeTo KOHTPOJIHO 3a onmpeaesisHe HA
HarmuoHaJiHusg oto6op 3a MBOM 2023

YcioBus, pelieHuss U KpUTepuu 3a OlleHsIBaHe

3anauga 9. Ha abckara ca 3ammcanu B YepBEHO BCUYKHU IIPOCTU YUCTIA, TTO-MAJKH
WM paBHU HA 1, & B CHHBO Ca 3alliCaHU BCUYKU Bb3MOKHU CyMU Ha JIBE PA3JIUIHI
YepPBEHN YHC/Ia. 38 KOU €CTeCTBEHN N > 3 MPOU3BEIEHNETO HA BCUYKN CUHU IUCIA
ce i/ Ha TIPOU3BE/ICHUETO HA €CTECTBEHUTE YHCIa OT 1 /10 M BKIIOUUTETHO !

Omeosop. 7

Pewenue. Heka nbpBo n > 11 m Heka r > 11 e HAR-TOJAMOTO MPOCTO YHUCJIO,
[IO-MAaJIKO WJIM PaBHO Ha 7. ToraBa 7 JieJid NPOU3BEICHUETO HA CUHUTE YHUCIa U
3HAYM HEIIPEMEHHO JIeJIM HAKOE ChOMPAeMO OT BUJIA P+, KbJIETO P U ¢ Ca PA3TUIHU
IPOCTU Yncja, HeHaaMuHaBamy n. OT MaKCHMAJHOCTTA HA I UMaMe ’% <,
CJIeJIOBATEJIHO ' = P + ¢ ¥ T'bil KATO I € He4YeTHO, TO HEIIPEMEHHO HAKOE OT P U ¢ €
2 — B 9ACTHOCT, 1 — 2 € MPOCTO YKcJio. ToBa YUCIO CHINO JIeJIN HAKOE ChbOMpPAaeMo
oT BUa x + ¥ 3a pasymaau npoctu r < y < n. Twit kato z +y < 2r — 2, 10
r—2< ””Tﬂ/ < % e HeBb3MOXKHO. [Ipn r—2 = %ﬂ HAMA KaK © = r—2, y = r (Win
HaoOpaTHO), 3Haun TpsibBa ¢ < y—2 < r—4 (nMa IOHe JiBe IPOCTHU YNCTIa MEXKITY 3
U r — 2 BKJIIOYATETHO, KATO BCHIKUTE Ca HEUETHN ), KOeTO JaBa, xTer <y—1<r-3,
MpoTUBOpeYne. Taka eInHCTBEHATa Bb3MOXKHOCT € T +y = 1 — 2 > 9 u Tbit KaTo
7 — 2 € HeYeTHO, TO HAKOe OT T M Y € 2 ¥ 3Ha4u 1 — 4 C'bIIO € IIPOCTO YUCJIO.
Otryk 7, r —2 u r — 4 ca NPOCTU YuC/Ia, KOETO € HEBBL3MOXKHO 3a 1 > 11 moHexke
r—2>r—4> 3, "o noue ejaHo ot r — 2 u r — 4 ce nenm na 3. Taka n < 10.
IIpu n > 7 gepsenuTe 4mcaa ca 2, 3, 5 u 7 u cunure ca b, 7, 32, 23, 2.5, 22 . 3,
¢ npousseienne 25 - 33 - 52 . 7. cvoreerHo n > 8 ne paborar (8! ce jemm na 27), a
n = 7 e pemenne monexe 7! = 24-3%2.5.7. Ilpu 3 < n < 6 HaAMa CHHBLO YUCJIO,

KOETO ce JeJIu Ha 3, JoKaTo n! ce mem Ha 3, 3HaYM Te3U He pabOTAT.

Onensiare. (10 Toukn) 1 T. 3a BepeH 0TroBop, 2 T. 3a poBepka Ha Beuaku n < C|
kbgero C' > 10 e koHcranra, 1 T. 3a pa3rjex/jane Ha r, 2 T. 32 JJOKA3aTEJICTBO, e
r — 2 € IMPOCTO 4YHCJIO, 2 T. 38 JIOKA3aTeJICTBO, Y€ " — 4 € MPOCTO YHuCjIo U 2 T. 33
JIOKa3aTeJICTBO, e HAMa Kak 7, 1 — 2 u r — 4 ja ca mpoctu yucsia mnpu r > 11.



Samaua 10. ITo Opera Ha KpbI'bJ OCTPOB 0€3 IIOCETa MMa OCEM PA3JIMIHU I'Pa/ia.
TpsbBa 1a ce MOCTPOST IeT MIpaBU JBYIIOCOYHHU II0CEeTa, KOUTO Jia HE Ce Ipecryar,
TaKa Y€ OT BCEKU Fpa,ZL da Tp”bFBaT €JHO NJIN JABE IIOCETAa. HO KOJIKO HaYHHa MOZKe
na crane Tosa’

Omeosop. 476

Pewenue. Heka nma x rpajga c nmo 1 moce u y ¢ no jBe. ToraBa r +y = 8 u
x + 2y = 10, taka ye y = 2, x = 6. Tpbreame or rpaj ¢ 1 moce. AKo cTurHem
JIO TPaJI ¢ JIBe IoceTa, IpoIbjrKaBaMe 1Mo BTopoTo. IIporbikaBaMe Taka, J0KATO
cruraeM 10 apyr rpag ¢ 1 moce. Cien ToBa IpaBUM CbINOTO C TPETH I'paj C
eJIHO IIOce, a cJieJl ToBa M ¢ meru. IlosiydyaBaMe TpU HECBbP3aHU IIOMEXKIY CH
HECAMOIIPECHYAI Ce MapIIpyTa.

Axko nmazenn 3 rpaja TpsOBa Ja ce CBbpKAT C MAPIIPYT OT 2 IIOCETa, 3a TOBa
nMa 3 BapUaHTA.

Ako majzenn 4 rpaja TpsAOBa Jia ce CBbpKAT ¢ MapPIIPyT OT 3 IMIOCETa, Taka de
OT BCEKH I'pajl Ja u3jm3ar 1 mim 2 mocera, 3a ToBa MMa 8 BapuaHTa. Hancruna,
aKo JiBaTa rpajia ¢ 1o 1 moce ca cbeeaHn 1m0 Kpbra (4 u3bopa), TO MapIipyThbT
MEKJTy TSX € eTHO3HAYTHO OIPE/Ie/IeH; aKo JIBaTa rpaja ¢ mo 1 Imoce ca HeChCeHI
(2 u3bopa), TO 3a MapIIpyTa MeXKIy TsX nMa 2 uzbopa; obmo 4 + 2.2 = 8.

[Ile mapuaame jaBa rpaja cscedHu, aKO MOYKEM Jia MUHEM OT €IUHUs 0 JPYTHs
o 6pera Ha OCTpoBa, 0Oe3 Ja ImpeMuHaBaMe mpe3 Apyru rpagose. Ille Hapuaame
JIBA MapIIpyTa CcscedHu, aKO MOXKEM Jia m30epeM IBa ChCeJHU Ipaja, [0 €JIUH OT
Bcekn MapiipyT. Vma jaBa cirydast:

Cayuati A. Beekn 1Ba OT TpuTe MapiipyTa ca CbCe/IHN.

e AKO Te BKJIFOUBAT CHOTBETHO 3, 3, 2 rpaja, TO uMa 8 m30opa 3a MOCIeHUA 1
nocse 3.3 = 9 u3bopa 3a II'bPBUTE.

e AKO Te BKJIIOUBAT CHOTBETHO 4, 2, 2 rpajia, To uMa 8 n3bopa 3a KO I'paJioBe
Jla ca B 'bPBUs U 8 HAYMHA 38 CBbP3BAHETO WM.

O6mo 8.9 + 8.8 = 136 BapmanTa.

Cayuati B. Ima 1Ba Hecbceman MapripyTa. Heka TpetusT MapipyT e c.

e Moxe ¢ na uma 2 rpaja (4 uzbopa), a aBara HecbceaHu — 110 3 rpaja (3.3 =9
u360pa).

e Mozke HsIKOIT OT jBaTa ja uMa 2 rpaja (8 u3bopa), a IpyrusT u ¢ — [0 3 rpajia
(2 m3bopa 3a rpajoBere Ha ¢ u 3.3 = 9 HAUNMHA 3a CBbpP3BAHE).

e Moxke ¢ nma uma 4 rpaga (4 + 8 = 12 uzbopa 3a rpajoBere u 8 HaYMHA 32
CBBP3BAHETO UM), a JBaTa HeChCeJHN — 10 2 rpaja (e uHCTBEeH U360p).

e Mozke Hsikoii oT JBaTa Ja uMa 4 rpaja (8 m3bopa 3a rpajioBere n 8 HAUMHA 32
CBbP3BaHe), a JIPYIUAT U ¢ — 10 2 Tpajia (eIuHCTBeH U360pD ).

O6mo 4.9 + 8.2.9 + 12.8 + 8.8 = 340 Bapuanra.
OxkonuaTeTHO ThpceHudT O6poii e 136 + 340 = 476.
OnensiBane. (10 touku) 1 1. 3a © = 2 mw y = 6, 2 7. 3a pasjessiHe HA TPU



HE3aBUCUMH MapIIpyTa, 2 T. 3a HOJIydaBaHe Ha OPOosi IPU C'bCETHU MApIIPpyTu u 4
T. 3a [OJIyYaBaHe Ha OpPOst TP HAJMYNE HA HeChCeIHI MapipyTu (o 1 T. 3a Bceku
OT IIecTTe mojcayyasi), 1 T. 3a OKOHYATEJIeH OTTOBOP

KomenTap. OTroBopbT Ha aHAJIOTHIHATA 3a/1a9a C N TPAJa U N — 3 MapIipyTa

2n—12

e To—n(n—1)(n —2)(n—4)(n = 5)(n +2)(n+9).

Bana4a 11. /Tagen e vepaBaobeaper TpublbJanK ABC' ¢ onncana okpbKHOCT k,
1eHTHP | Ha BIMCaHATA OKPBXKHOCT U HEHTHP [ Ha BLHITHOBINCAHATA OKPbHKHOCT
cpenty Bbpxa C'. Toukara M e cpefata na crpanata AB, a Toukara N e cpejiata Ha
nwrata AB ot k, kogTo cbabp:xka C. Jla ce nokaxke, ve ZIMIo+ ZINIo = 180°.

Pewenue. Heka L e cpenara Ha abrara ZE, wecbabpxkama C; gasao L, M nu
N nexar Ha aunamersp Ha k. Umame /LIB = 180° — /BIC = £ACBHZABC _
/ZABL + ZABI = ZLBI, orkbaero LB = LI; ananoruuno LA = LI. Ilpeasun
ZIBIc = 90° (rbit karo BI u Blc ca bryIoNOJIOBSINNT Ha ChCEIHE bIJIN ), OJIy YaBaMe
LA=LB=LI=LI.

Twit karo LN e quamersp Ha k, 0 ZNBL = 90° = /LM B, orkbjiero ALBM ~
ALNB u LB? = LM - LN. Taka LI? = LM - LN un 3aegno ¢ ZILM = /NLI
nosygasame ALIM ~ ALNI, cvorserno LLIM = ZLNI. Vimame u LIZ =
LM - LN n 3aeano ¢ LZLIcN = ZIocNL cnensa ALIcM ~ ALNIq, ¢bOoTBETHO
LLIcM = ZLNIg. Cinenosarenno ZIMIo = 180° — LLIM — ZLIcM = 180° —
LLNI — ZLNI; = 180° — ZIN Iy, KaKTO ce HCKAIIIe.

OunensBane. (10 roukn) 1 1. 3a BbBexkanero Ha L u toBa, 9e L, M u N jexar
Ha eaHa npasa, 1 1. 3a LA = LB = LI = LI (Moxe 6e3 JOKa3aTeICTBO, aKO Ce
IUTUPA SICHO), TI0 2 T. 38 BCAKO OT nojobusra ALBM ~ ALNB, ALIM ~ ALNI
u ALIcM ~ ALNIg, 2 1. 3a 3aBbpliiBaHe

Bamada 12. Heka n e ecrecrBeno uncio. II'bpBoHadaino Ha abcKaTa € 3aluCaHO
N I'bTH YUCJIOTO 2. 3a eIrH X0 n3dupamMe JIBe Yncia a U b Ha JTbCcKaTa, H3TPUBAME
ab+1

I'M U Ha TAXHO MSICTO 3aIMICBAME YNCJIOTO . Cnex n — 1 Xoxa Ha JIbLCKaTa,
0CTaBa €IHO YHUCJIO.

a) [a ce nmokaxe, de Ge3 3HaUeHNE KAKBU ca OUJIN XOJIOBETE, OCTABAIIIOTO YHUCIIO
n+3

n
6) [a ce jokaxke, e CbIIeCTBYBaT 0€30POHO MHOIO 7, 33 KOUTO DABEHCTBO

B a) He ce jJocTura 0e3 3HAUeHWe KAaKBU Ca XOJOBETe, KAKTO U Ue ChIeCTBYBAT
6e36poitHO MHOTO 7, 38 KOUTO PABEHCTBO B a) Ce JIOCTHIa TIPH TIOXOJSII 1360p Ha
XOJIOBeTe.

1e € BuHaru I110-roJjigdMo nJjIin paBHO Ha

Pewenue. a) Pazcbxkgasame naayKTusHO 110 1. [Ipu n = 1 mmame caMo e1HO 9uCI0

nTO €2 = 4/ # Jla morrycaeMm, e TBbPIEHUETO € BIPHO 38 BCUYUKU N < k, K'bJIETO

k > 2 e ecTecTBEHO YMCJIO, U Ile IO JloKaxkeM 3a n = k. Heka v u v ca uucnara,



ocTaHa/Il Ha J'bcKara cjejl k — 2 oneparuu. ToraBa 9ucIoTO CJIe]1 OCJIETHIS XO,T
e ,/%ﬂ U IEeJIUM J1a JOKayKeM, 9e %ﬂ >1+4+ %, Te uv > 1+ %
Pasriiexx maiiku peaniara oT omneparin, KOUTO BOIALT JI0 U U U, BUXKIAME, de U €

MIOJIy9€HO OT HaKakBO MHOXkecTBO oT 1 < ¢ < k — 1 nBoiiku upe3 Bepura ot ¢t — 1
omepalyy, KaKTo U 4e v € IOJIy4eHO OT OCTaHaJmTe k — ¢ JIBOMKHN Ype3 BepUra oT

k —t —1 oneparuu. Taka oT UH/yKITMOHHOTO JIOIIyCKAHe ToJIydaBamMe u > 4/ 1 + %

nov > /14 % U Bede e JOCTATBHYHO Jla JJOKarKeM, dUe \/(1 + %) (1 + %) >

1+ %. [ToBurane Ha KBaJipaT, OCBOOOXKIAHE OT 3HAMEHATE/ U OIIPOCTABAHE BOJIU
110 eKBuBasieHTHOTO (k—2t)% > 0, KoeTo e BapHo. C ToBa MHIYKIUATA € 3aBbPIIeHa.

6) Heobxomumo yeioBue 3a paBeHcTBO 1pu n = k > 2 B a) e k = 2¢; B 9aCTHOCT
n TpAOBa Ja € YeTHO, T.e. IpU HedeTeH OPOil JABOWKHM B HAYAJIOTO HsiMa KakK JIa
JIOCTUTHEM PaBEHCTRBO.

Ot apyra crpana, CbITOTO HEOOXOIMMO YCJIOBHE 38 PABEHCTBO IIPEJIIToara, Je
PABEHCTBO MOXKE Jia Ce JIOCTUTHE KOTATO N € CTEIeH Ha 2 — HeKa JIOKaXKeM TOBa.
[Ipu n = 2° pazcbxkaaame nHayKTuBHO 110 § > 0. Ilpm s = 0 mmame camo egHO

YUCJIO U TO € 2 = @/1—?3. Cera ako J0IycHeM, 4e UMaMe Bb3MOKHA IOPEeIUIia OT

XOJIOBE 3a § — 1, TO TIpH JajeHu 2° ABOWKN TH pasbubBaMe Ha JBe Tpymm 1o 25
JIBOIKH. 3a BCAKA OT TPYIUTE IIPUJIAraMe OlePAINUTe, KOUTO BOJAT JI0 PE3Y/ITaT

\J1+ 25% (TaKMBa MMa CbIVIACHO WH/LYKIIMOHHATA XUIIOTE3a) 1 HAKPAasl [pUjIarame

olepalysTa 3a OCTaBaIIUTE JBE YHCJIa, KOUTO ca PaBHU Ha 4/1 + 25%, ¢ KOeTo

2
(,/1+—253,1) +1 3 =
JR— P _n
5 =/1+ 55 =4/%7, Kakro ce

Ounensiare. (10 Toukn) 5 1. 3a a), OT KOUTO 2 T. 3a WJIes CbC CUJIHA UHLYKIUs, B
KOSITO Ce pas3TyIekKJIaT IMOCJIeIHATE JIBe YUCa U 3 T. 38 HEHOTO peaju3upaHne; d T.
3a 0), 0T KOUTO 2 T. 32 OTXBbPJIHE HA 6E30POIHO MHOTO 1 U 3 T. 33 JOKA3aTEICTBO
3a JApyru 6e30poitHO MHOTO N

IHoJIydaBaMe€ KaTO KpacH pe3yJiraT
HCKallI€e.



