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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Íåêà a å íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà èçðàçà 24y − 9y2, êúäåòî y å ðàöèîíàëíî

÷èñëî, à b å íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî, èçïúëíÿâàùî íåðàâåíñòâîòî

(t+ 3)3 − (6t− 7)2 − (t− 9)3 < 3.

Ðàçëîæåòå íà (íåðàçëîæèìè) ìíîæèòåëè ñ öåëè êîåôèöèåíòè èçðàçà

a(x− 1)x3 + bx− 2x− 1.

Ðåøåíèå. Èìàìå 24y− 9y2 = 16− (3y− 4)2, ÷èÿòî íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò a = 16 ñå äîñòèãà çà
y = 4

3 . Äàäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

t3 + 9t2 + 27t+ 27− 36t2 + 84t− 49− t3 + 27t2 − 243t+ 729 < 3

−132t+ 704 < 0,

ò.å. t > 16
3 è b = 6. Çàìåñòâàéêè a = 16, b = 6 â äàäåíèÿ èçðàç, ïîëó÷àâàìå

16(x− 1)x3 + 6x− 2x− 1 = 16x4 − 16x3 + 4x− 1

= (16x4 − 1)− 4x(4x2 − 1) = (4x2 − 1)(4x2 + 1)− 4x(4x2 − 1)

= (4x2 − 4x+ 1)(2x− 1)(2x+ 1) = (2x− 1)3(2x+ 1).

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà a; 2 ò. çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà b;
2 ò. çà ðàçëàãàíå äî íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè è òî ñàìî ïðè ïðàâèëíî íàìåðåíè a, b.

Çàäà÷à 8.2. Èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ùå íàðè÷àìå èíîâàòèâåí, àêî äèàãîíàëèòå ìó ãî

ðàçäåëÿò íà ÷åòèðè òðèúãúëíèêà ñ åäíè è ñúùè ìåðêè íà úãëèòå. Íàïðèìåð êâàäðàòúò å

èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê, ïîíåæå ÷åòèðèòå òðèúãúëíèêà ñà ñ ìåðêè 90◦, 45◦, 45◦. Äà ñå
íàìåðÿò ìåðêèòå íà úãëèòå íà èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê, àêî åäíà îò òÿõ å 13◦.

Îòãîâîð. 90◦, 90◦, 167◦, 13◦ èëè 13◦, 167◦, 13◦, 167◦

Ðåøåíèå. Íåêà ÷åòèðèúãúëíèêúò å ABCD ñ <) BAD = 13◦ è äèàãîíàëèòå AC è BD ñå

ïðåñè÷àò â O. Àêî äîïóñíåì, ÷å äèàãîíàëèòå íå ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè, òî ïðè <) AOB > 90◦

(ñëó÷àÿò <) AOD > 90◦ å àíàëîãè÷åí) èìàìå <) AOB > 90◦ ><) AOD è <) AOB ><) OAD,
<) AOB ><) ODA (ïîíåæå <) AOB å âúíøåí úãúë çà òðèúãúëíèêà AOD), ò.å. ìÿðêàòà íà

<) AOB íå ñå ñðåùà â òðèúãúëíèêà AOD, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêà AC èBD ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Íàòàòúê, àêî <) BAO =<) ADO, òî <) BAD =<) BAO+ <) OAD =<) BAO + 90◦− <) ADO =
90◦, ïðîòèâîðå÷èå ñ <) BAD = 13◦. Òàêà îñòàâà ñàìî âúçìîæíîñòòà <) BAO =<) DAO, êàòî â
òàêúâ ñëó÷àé AC ðàçïîëîâÿâà <) BAD, ò.å. AC å ñèìåòðàëà íà BD. Ñåãà îò òðèúãúëíèöèòå
AOD è DOC ñëåäâà èëè <) ADO =<) CDO (â òàêúâ ñëó÷àé BD å ñèìåòðàëà íà AC è

ABCD å ðîìá), èëè <) ADO =<) DCO = 90◦− <) CDO, ò.å. <) ADC = 90◦, àíàëîãè÷íî
<) ABC = 90◦ è ÷åòâúðòèÿò úãúë å <) BCD = 180◦− <) BAD.
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Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð, 2 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å äèàãîíàëèòå ñà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíè (íå ñå äàâàò òî÷êè ñàìî çà ïðåäïîëàãàíå íà òîçè ôàêò), 1 ò. çà îáîñíîâêà, ÷å
åäèíèÿò îò äèàãîíàëèòå ðàçïîëîâÿâà äâà ñðåùóïîëîæíè úãúëà íà ÷åòèðèúãúëíèêà, ïî 1 ò.
çà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ çà äðóãèÿ äèàãîíàë,

Çàäà÷à 8.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè (a, b) îò âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà
÷å a < b è b äåëè

(n+ 2)an+1002 − (n+ 1)an+1001 − nan+1000

çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.

Îòãîâîð. (a, b) = (3, 5).

Ðåøåíèå. Ïîíåæå a è b ñà âçàèìíî ïðîñòè, òî òàêèâà ñà b è an+1000, ñúîòâåòíî èñêàíîòî å

åêâèâàëåíòíî íà b äà äåëè (n+2)a2− (n+1)a−n çà âñÿêî n. Îò n = 1 è n = 2 ïîëó÷àâàìå,
÷å íåïðåìåííî b äåëè 3a2 − 2a− 1 è 4a2 − 3a− 2. Îòòóê b äåëè

4(3a2 − 2a− 1)− 3(4a2 − 3a− 2) = a+ 2

è òúé êàòî 3a2 − 2a− 1 = 3(a− 2)(a+ 2)− 2(a+ 2) + 15, òî íåïðåìåííî b äåëè 15.
ßâíî b > a ≥ 1, ò.å. b ≥ 2. Àêî b = 15, òî b | a+ 2 äàâà a = 13, íî 4 · 132 − 3 · 13− 2 = 635 íå
ñå äåëè íà 3. Àêî b = 3, òî a = 1, íî 4 · 12 − 3 · 1− 2 = −1 íå ñå äåëè íà 3.
Îñòàâà b = 5, ñúîòâåòíî a = 3. Äåéñòâèòåëíî, (n+2) · 32− (n+1) · 31− n = 5(n+3) ñå äåëè
íà 5.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð è ïðîâåðêàòà ìó; 6 ò. çà îòõâúðëÿíå íà âñÿêà
äðóãà âúçìîæíîñò, îò êîèòî: 1 ò. çà ñâåæäàíå äî äåëèìîñò íà ìíîãî÷ëåíè îò íàé-ìíîãî

âòîðà ñòåïåí, 1 ò. çà ôîêóñèðàíå âúðõó èçðàçè îò (ïîíå äâå) ìàëêè n ≤ 4, 1 ò. çà ñâåæäàíå
äî äåëèìîñò íà äâà ìíîãî÷ëåíà îò íàé-ìíîãî ïúðâà ñòåïåí, 2 ò. çà èçâîä îò âèäà b | 5p,
êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî, 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà 1, p è 5p, êàêòî è íà a 6= 3 ïðè b = 5.

Çàäà÷à 8.4. Âúâ âñÿêî îò ïîëåòàòà íà êâàäðàòíà òàáëèöà 9× 9 å çàïèñàíî öÿëî ÷èñëî. Çà
âñåêè k ÷èñëà, íàìèðàùè ñå â åäèí è ñúù ðåä (ñòúëá), ñáîðúò èì å â ñúùèÿ ðåä (ñòúëá).

Íàìåðåòå íàé-ìàëêèÿ âúçìîæåí áðîé íóëè â òàáëèöàòà, àêî:

à) k = 5;
á) k = 8.

Îòãîâîð. a) 63; á) 0.

Ðåøåíèå. à) Ïðèìåð: íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå îò 1 äî 9. Çàïèñâàìå 1 â ïîëåòàòà
(i; i) (i = 1, . . ., 9); −1 â ïîëå (1; 9) è â ïîëåòàòà (i; i−1) (i = 2, . . ., 9); 0 â îñòàíàëèòå ïîëåòà.
Âúçìîæíèòå ñáîðîâå ñà 1, 0 è −1.
Îöåíêà: Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å èìà ïîíå 19 íåíóëåâè ÷èñëà. Îò ïðèíöèïà íà Äèðèõëå íà íÿêîé
ðåä ùå èìà ïîíå òðè íåíóëåâè ÷èñëà, à çíà÷è è ïîíå äâå íåíóëåâè ÷èñëà ñ åäíàêúâ çíàê, äà

ðå÷åì ïîëîæèòåëíè (ñèòóàöèÿòà ïðè îòðèöàòåëíè å àíàëîãè÷íà). Äà íàðåäèì ÷èñëàòà â òîçè

ðåä ïî ãîëåìèíà: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a9, êúäåòî a9 ≥ a8 > 0. Àêî a5 ≥ 0, òî a5+a6+a7+a8+a9 ≥
a8 + a9 > a9 òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä: àáñóðä. Àêî a5 < 0, òî a1 + a2 + a3 + a4 + a5 < a1
òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä: àáñóðä.
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á) Âúçìîæåí ïðèìåð áåç íóëè å êàêòî ñëåäâà (ðàáîòè, ïîíåæå 5.3+3.(−4) = 3 è 4.3+4.(−4) =
−4):

3 3 3 3 3 −4 −4 −4 −4
−4 3 3 3 3 3 −4 −4 −4
−4 −4 3 3 3 3 3 −4 −4
−4 −4 −4 3 3 3 3 3 −4
−4 −4 −4 −4 3 3 3 3 3

3 −4 −4 −4 −4 3 3 3 3

3 3 −4 −4 −4 −4 3 3 3

3 3 3 −4 −4 −4 −4 3 3

3 3 3 3 −4 −4 −4 −4 3

3 3 3 3 3 −4 −4 −4 −4

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) à) 2 ò. çà ðàáîòåù ïðèìåð (àêî ïðîâåðêàòà, ÷å ïðèìåðúò ðàáîòè, å

íåî÷åâèäíà, òÿ òðÿáâà äà ïðèñúñòâà) è 2 ò. çà îáîñíîâàíà îöåíêà; á) 3 ò. çà ðàáîòåù ïðèìåð

(àêî ïðîâåðêàòà, ÷å ïðèìåðúò ðàáîòè, å íåî÷åâèäíà, òÿ òðÿáâà äà ïðèñúñòâà).

Çàäà÷à 9.1. Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f(x) = |x−2|−|x−4| è g(x) = |x−8|−2. Äà ñå ïðåñìåòíå
ëèöåòî íà ôèãóðàòà ñ âúðõîâå, ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f(x) è g(x) è
ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ãðàôèêàòà íà g(x) ñ îñòà Ox.

Ðåøåíèå. Ãðàôèêàòà íà g(x) ñå ñúñòîè îò äâà ëú÷à ñ îáù âðúõ â x = 8. Ðàçêðèâàìå ìîäóëà
è ëåñíî èç÷èñëÿâàìå ïðåñå÷íèòå é òî÷êè ñ îñòà Ox ÷ðåç óðàâíåíèÿòà 6− x = 0 è x− 10 = 0
- A(6, 0) è B(10, 0).
Ñëåä ðàçêðèâàíå íà ìîäóëèòå â f(x) âèæäàìå ÷å â èíòåðâàëà (−∞, 2) f(x) = −2, â èíòåð-
âàëà [2, 4] f(x) = 2x− 6 è â èíòåðâàëà (4,∞) f(x) = 2.
Ðåøàâàìå óðàâíåíèÿòà f(x) = g(x) çà âñåêè îò òðèòå èíòåðâàëà. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå

ïðåñå÷íè òî÷êè - D(4, 2) è C(12, 2).
Îò êîîðäèíàòèòå ñëåäâà, ÷å ôèãóðàòà ABCD å òðàïåö ñ îñíîâè 8 è 4 è âèñî÷èíà 2. Ñëåäî-

âàòåëíî ëèöåòî ìó å 8+4
2 = 12.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò çà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà g(x) ñ Ox. 2ò. çà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà g(x)
ñ f(x). 1ò. çà òîâà ÷å ðàçãëåæäàíàòà ôèãóðà å òðàïåö. 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å òúïîúãúëåí ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê ABC (AC = BC), îêîëî êîéòî
å îïèñàíà îêðúæíîñò ñ öåíòúð O. Òî÷êà P å ïðîèçâîëíà òî÷êà âúðõó îñíîâàòà AB, òàêàâà
÷å AP < 1

2AB. Òî÷êà Q ëåæè íà îñíîâàòà AB è BQ = AP . Îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð CQ
ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò çà âòîðè ïúò â òî÷êà E, a ïðàâèòå
CE è AB ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà F . Àêî N å ñðåäàòà íà CP è ïðàâèòå ON è AB ñå ïðåñè÷àò

â òî÷êà D, äà ñå äîêàæå ÷å òî÷êèòå O,D,C, F ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Íåêà T e ñðåäà íà CQ è íåêà îçíà÷èì ]NOC = ]TOC = α. OT å ïåðïåíäèêóëÿð-

íà íà CE çàùîòî T å öåíòúð íà îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð CQ. Íåêà K å ïðåñå÷íà òî÷êà íà
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ON è CF . Íàìèðàìå ]OKC = ]OKF = 90− 2α. Îò ]PDN = ]PDK = 90− α íàìèðàìå

]DFC = α ò.å. ]COD = ]CFD = α. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà âúâåæäàíå íà ]TOC; 1ò. çà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòòà; 1ò. çà

]OKC = ]OKF = 90− 2α; 1ò. çà ]DFC = α; 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.3. Â êúùàòà íà áîãàòàòà ëåéäè Ãèëìîð ñå ñëó÷èëà êðàæáà íà åäíà îò íàé-ñêúïèòå

é öåííîñòè: íåéíàòà ïåðëåíà îãúðëèöà. Çàäà÷àòà çà ðàçïëèòàíåòî íà ìèñòåðèÿòà ïàäíàëà íà

ïëåùèòå íà èíñïåêòîð Ãóäèíàô. Òîé ðàçïîëàãàë ñúñ ñëåäíàòà èíôîðìàöèÿ: â äåíÿ íà êðàæ-

áàòà, â ñòàÿòà ñ îãúðëèöàòà áèëè âëèçàëè 7 îò ñëóãèòå íà ëåéäè Ãèëìîð, êîèòî ùå íàðè÷àìå
A,B,C,D,E, F,G ïîðàäè êîíôèäåíöèàëíîñò íà ðàçñëåäâàíåòî. Âñåêè îò òÿõ òâúðäè, ÷å å

ïðèñúñòâàë â ñòàÿòà ñàìî âåäíúæ çà íåîïðåäåëåí ïåðèîä îò âðåìå. Îñâåí òîâà A òâúðäè,

÷å å ñðåùàë B,C, F,G â ñòàÿòà; B òâúðäè, ÷å å ñðåùàë A,C,D,E, F ; C òâúðäè, ÷å å ñðåùàë

A,B,E; E òâúðäè, ÷å å ñðåùàë B,C, F ; F òâúðäè, ÷å å ñðåùàë A,B,D,E; G òâúðäè, ÷å å

ñðåùàë A,D è D òâúðäè, ÷å å ñðåùàë B,F,G. Èíñïåêòîð Ãóäèíàô çàêëþ÷èë, ÷å òî÷íî åäèí

îò ñëóãèòå ëúæå. Êîé å òîé?

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà. Íåêà X,Y, Z è T ñà ÷åòèðèìà îò ñëóãèòå. Àêî å èçâåñòíî, ÷å äâîéêèòå X,Y ; Y,Z;
Z, T è T,X ñà áèëè çàåäíî â ñòàÿòà â äàäåí ìîìåíò, òî íÿêîÿ îò äâîéêèòå X,Z è Y, T ñúùî

ñà ñå çàñåêëè.

Äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà. Íåêà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äîïóñíåì, ÷å Y è T íå ñà

áèëè çàåäíî â ñòàÿòà è Y ñè å òðúãíàë îò ñòàÿòà ïðåäè T (îñòàíàëèòå ñëó÷àè ñà àíàëîãè÷íè).

Òîãàâà, X è Z ñà ñòîÿëè â ñòàÿòà çàåäíî â ïåðèîäà ìåæäó íàïóñêàíåòî íà Y è ïðèñòèãàíåòî

íà T .

Äà çàáåëåæèì, ÷å A,C,E, F óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî íà ëåìàòà, íî íèêîè îò A,E è C,F
íå ñà ñå çàñÿêëè. Ñúùîòî âàæè çà A,B,D,G. Åäèíñòâåí îáù åëåìåíò íà òåçè äâîéêè å

A. Îñòàâà äà ñå óâåðèì, ÷å å âúçìîæíî âñè÷êè îñòàíàëè äâîéêè äà ñà ñå ñðåùíàëè, êàêòî

òâúðäÿò, âëèçàéêè òî÷íî ïî âåäíúæ. Òîâà å âúçìîæíî ïðè ñëåäíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò

âëèçàíèÿ è èçëèçàíèÿ: âëèçà G, âëèçà D, èçëèçà G, âëèçà B, âëèçà F , èçëèçà D, âëèçà E,
èçëèçà F , âëèçà C, èçëèçà B, èçëèçà E, èçëèçà C.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò çà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà; 2ò çà ïðàâèëíî äîêàçàòåëñòâî íà ëå-

ìàòà; ïî 1ò çà âñÿêà ÷åòâîðêà, èçîáëè÷àâàùà A; 1ò çà ïðèìåð, ÷å âñè÷êè îñâåí A êàçâàò

èñòèíàòà.

Çàäà÷à 9.4. Íåêà p è q ñà âçàèìíîïðîñòè öåëè ÷èñëà è |pq | ≤ 1. Äà ñå îïðåäåëè çà êîè

ñòîéíîñòè íà p è q ñúùåñòâóâà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà
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p

q
=

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·
çà êðàåí áðîé ÷åòíè ÷èñëà b1, b2, . . . , bn.
Áåëåæêà: Òîâà ïðåäñòàâÿíå ñå íàðè÷à âåðèæíà äðîá è ìîæå äà áúäå îçíà÷àâàíî è êàòî

[b1, b2, ..., bn].

Ðåøåíèå.

Ùå äîêàæåì ÷å òîâà å âúçìîæíî òî÷íî êîãàòî åäíî îò äâåòå ÷èñëà p è q å ÷åòíî.
1) Íåîáõîäèìîñò. Àêî âñè÷êè bi ñà ÷åòíè, ùå äîêàæåì ÷å pq å ÷åòíî. Ùå èçïîëçâàìå èíäóê-

öèÿ ïî n. Çà n = 1 òîâà å î÷åâèäíî.
Íåêà íàïðàâèì ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå:

p

q
= [b1, ..., bn] =

1

b1 + [b2, ..., bn]
=

1

b1 +
p′

q′

=
q′

b1q′ + p′

Òóê b1 å ÷åòíî è ïî èíäóêöèîííî äîïóñêàíå òî÷íî åäíî îò p′ è q′ ñúùî å ÷åòíî. Ëåñíî ñå

âèæäà òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè ïîñîêà.

2) Äîñòàòú÷íîñò. Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò òàêèâà ÷åòíè ÷èñëà [b1, ..., bn] ïðè pq ÷åòíî.
Îòíîâî ùå ïîëçâàìå èíäóêöèÿ, íî òîçè ïúò ïî |q|.
Çà |q| = 2 òâúðäåíèåòî îòíîâî å î÷åâèäíî.

Íåêà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà
[
q
p

]
è
[
q
p

]
+1. Åäíî îò òÿõ å ÷åòíî. Äà ãî íàðå÷åì b è äà îòáåëåæèì,

÷å íå ìîæå äà å 0. ×èñëîòî b − q
p å ïî-ìàëêî îò åäèíèöà è ìîæå äà áúäå çàïèñàíî êàòî

íåñúêðàòèìà äðîá p′

q′ = b− q
p èëè àëòåðíàòèâíî

p
q = 1

b+ p′
q′
, êàòî |q| > |q′|. Ñåãà àíàëîãè÷íî íà

ïðåäíèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ÷å p′q′ e ÷åòíî è p′

q′ èìà íåîáõîäèìîòî ïðåäñòàâÿíå ñïîðåä

èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå. Íî òîãàâà è p
q èìà òàêîâà. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1ò çà ïðàâèëåí îòãîâîð. 3ò. çà âñÿêà ïîñîêà íà äîêàçàòåëñòâîòî.

Áåëåæêà: Òîâà òâúðäåíèå, êàêòî è ñàìèòå âåðèæíè äðîáè, èìàò ïðèëîæåíèå â òåîðèÿ íà

âúçëèòå. Ñúùî òàêà å äîêàçàíî è åäèíñòâåíîñò íà ïðåäñòàâÿíåòî, ìàêàð ÷å òîâà ñâîéñòâî

íå ñå èñêà â çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

(x+ 1)
√
x2 + 2x+ 2 + x

√
x2 + 1 = 0.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: x = −1
2 .

Ïúðâè íà÷èí: Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà (x+1)
√
x2 + 2x+ 2 = −x

√
x2 + 1, çàáåëÿç-

âàìå, ÷å è äâàòà èçðàçà ïîä êîðåí ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè çà âñÿêî ðåàëíî x, êàòî îñâåí òîâà
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−x(x+1) ≥ 0, îòêúäåòî x ∈ [−1, 0]. Ïîâäèãàìå íà âòîðà ñòåïåí äâåòå ñòðàíè è ïðåðàáîòâàìå:

(x2 + 2x+ 1)(x2 + 2x+ 2) = x2(x2 + 1)

x4 + 4x3 + 7x2 + 6x+ 2 = x4 + x2

2x3 + 3x2 + 3x+ 1 = 0

(2x+ 1)(x2 + x+ 1) = 0.

Òúé êàòî x2+x+1 > 0, òî åäèíñòâåíîòî âúçìîæíî ðåøåíèå å x = −1
2 . Òúé êàòî −

1
2 ∈ [−1, 0],

òî x = −1
2 äåéñòâèòåëíî å ðåøåíèå.

Âòîðè íà÷èí: Ïîëàãàìå a =
√
x2 + 2x+ 2 > 0 è b =

√
x2 + 1 > 0. Ñëåäîâàòåëíî

x =
(x2 + 2x+ 2)− (x2 + 1)− 1

2
=
a2 − b2 − 1

2

x+ 1 =
a2 − b2 + 1

2
.

Óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà:

a2 − b2 + 1

2
· a+ a2 − b2 − 1

2
· b = 0

(a2 − b2)a+ a+ (a2 − b2)b− b = 0

(a− b)
(
(a+ b)2 + 1

)
= 0.

Îòòóê, a = b è x = −1
2 .

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà x ∈ [−1, 0]; 2ò. çà èçâåæäàíå íà óðàâíåíèåòî 2x3+3x2+3x+1 =
0; 2ò. çà x = −1

2 ∈ [−1, 0]. Àêî å ïîâäèãíàòî íà âòîðà ñòåïåí áåç äà ñà íàïðàâåíè îãðàíè÷åíèÿ,
çàäà÷àòà ñå îöåíÿâà íàé-ìíîãî íà 5ò. (àêî èìà ïðîâåðêà çà x = −1

2).

Àëòåðíàòèâíî: (6 òî÷êè) 2ò. çà ïîëàãàíå íà a, b; 2ò. çà èçðàçÿâàíå íà x è x+ 1; 2ò. çà a = b
è x = −1

2 .

Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð O íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò.

Òî÷êà P å âúðõó ñòðàíàòà BC, òàêàâà ÷å BP < 1
2BC. Òî÷êà Q å îò ñòðàíàòà BC òàêàâà,

÷å CQ = BP . Ïðàâàòà AO ïðåñè÷à BC â òî÷êà D, à òî÷êà N å ñðåäà íà AP . Îïèñàíàòà
îêîëî òðèúãúëíèê ODQ îêðúæíîñò ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê

BCO îêðúæíîñò â òî÷êà E. Ïðàâèòå NO è OE ïðåñè÷àò BC ñúîòâåòíî â òî÷êè K è F . Äà
ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå A,O,K, F ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Íåêà AO ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî 4ABC îêðúæíîñò â òî÷êà L, à îïèñàíàòà

îêîëî 4BOC îêðúæíîñò â òî÷êà R. Äà îçíà÷èì ñ X ñðåäàòà íà BC, à ñ Y � äèàìåòðàëíî

ïðîòèâîïîëîæíàòà íà O â îïèñàíàòà îêîëî 4BOC îêðúæíîñò. Íåêà OQ ïðåñè÷à çà âòîðè

ïúò îïèñàíàòà îêîëî 4BOC îêðúæíîñò â òî÷êà T .
Èìàìå OX · OY = OD · OR = OQ · OT = OE · OF . Îò ïîñëåäíèòå òðè ðàâåíñòâà ëåñíî

ñëåäâà, ÷å R, T, F ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Îò <) ORF =<) OQP =<) QPO =<) FPO ñëåäâà,
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÷å OPRF å âïèñàí è çíà÷è PD · DF = OD · DR = DL · DA. Îòòóê, APLF å âïèñàí. Íî

PL ‖ NO (òúé êàòî NO å ñðåäíà îòñå÷êà â 4PLA) è çíà÷è AOKF ñúùî å âïèñàí.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2ò. çà OX · OY = OD · OR = OQ · OT = OE · OF ; 3ò. çà APLF
âïèñàí; 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: Ñúùåñòâóâà
ïîëèíîì f(x) ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè, òàêúâ ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n > 20232023

f(n) = ÍÎÊ(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k).

Ðåøåíèå. Ïðè k = 1 è k = 2 òúðñåíèòå ïîëèíîìè ñà ñúîòâåòíî f(x) = x + 1 è f(x) =
(x + 1)(x + 2). Íåêà k ≥ 3 è äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà òàêúâ ïîëèíîì f(x). Çà âñÿêî

ïðîñòî ÷èñëî p, ñòåïåíòà ìó â ÍÎÊ(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) å max{α1, α2, . . . , αk}, êúäåòî αi
å ñòåïåíòà íà p â êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà n + i, i = 1, . . . , k. Àêî òîâà å ïðèìåðíî αs,
òî òÿ áè ñå ïîëó÷èëà àêî âçåìåì

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

pα1pα2 · · · pαs−1pαs+1 · · · pαk
,

êàòî å ÿñíî, ÷å ñòåïåíèòå íà p â çíàìåíàòåëÿ ñà äåëèòåëè íà
∏

1≤i 6=s≤k
(s− i). Ñëåäîâàòåëíî

ÍÎÊ(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) =
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

Cn
, (1)

êúäåòî Cn å äåëèòåë íà
∏

1≤i<j≤k
(j − i). Ïîíåæå Cn ìîæå äà ïðèåìà êðàåí áðîé äîïóñòèìè

ñòîéíîñòè, ùå èìà åñòåñòâåíî ÷èñëî C òàêîâà, ÷å çà áåçáðîé ìíîãî n, f(n) = (n+1)(n+2)···(n+k)
C .

Çíà÷è çà áåçáðîé ìíîãî x f(x) = (x+1)(x+2)···(x+k)
C , îòêúäåòî

f(x) ≡ (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)

C
, ∀x ∈ R.

Ñëåäîâàòåëíî

ÍÎÊ(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) =
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

C
, ∀n ∈ N.

Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà å âúçìîæíî. Äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p < k òàêîâà, ÷å p íå äåëè k.
Íåêà n+ k + 1 = pm çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî m. Îò ãîðíàòà ôîðìóëà èìàìå

ÍÎÊ(n+ 2, n+ 3, . . . , n+ k + 1)

ÍÎÊ(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k)
=
n+ k + 1

n+ 1
. (2)

Ñòåïåíòà íà p â ÷èñëèòåëÿ íà ëÿâàòà ñòðàíà å m, à â çíàìåíàòåëÿ � ïîíå 1, äîêàòî ñòåïåíòà
íà p â ÷èñëèòåëÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà å m, à â çíàìåíàòåëÿ � 0. Ïðîòèâîðå÷èå! Ñëåäîâàòåëíî,
äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è ïðè k ≥ 3 íå ñúùåñòâóâà ïîëèíîì ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1ò. çà ñëó÷àÿ k = 2; 3ò. çà (1); 1ò. çà ñúùåñòâóâàíåòî íà C; 2ò. çà
èçâåæäàíå íà (2) è èçáîð íà ïîäõîäÿùî n.

Çàäà÷à 10.4. Âúâ âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöà 101×101 å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Èçâåñòíî
å, ÷å êàêòî è äà èçáåðåì 101 êëåòêè íà òàáëèöàòà, íèêîè äâå îò êîèòî íå ëåæàò â åäèí ðåä

èëè ñòúëá, ñóìàòà íà ÷èñëàòà â èçáðàíèòå êëåòêè ñå äåëè íà 101. Äà ñå äîêàæå, ÷å áðîÿò

íà÷èíè äà èçáåðåì ïî åäíà êëåòêà îò âñåêè ðåä íà òàáëèöàòà òàêà, ÷å ñóìàòà íà ÷èñëàòà â

èçáðàíèòå êëåòêè äà ñå äåëè íà 101, ñå äåëè íà 101.

Ðåøåíèå. Íåêà p = 101 è äà íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà òàáëèöàòà ñ ÷èñëàòà

îò 1 äî p. Ñ cr,s ùå îçíà÷àâàìå ÷èñëîòî, çàïèñàíî â ðåä r è ñòúëá s íà òàáëèöàòà. Ùå

íàðè÷àìå êëþ÷àëêà ìíîæåñòâî îò p êëåòêè, íèêîè äâå îò êîèòî íå ëåæàò â åäèí ðåä èëè

ñòúëá. Íåêà i 6= j, k 6= l ∈ {1, 2, . . . , p} - ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì p− 2 êëåòêè,
êîèòî äîïúëâàò äâîéêèòå êëåòêè (i, k), (j, l) è (i, l), (j, k) äî êëþ÷àëêè. Òîãàâà îò óñëîâèåòî
ñëåäâà, ÷å ci,k + cj,l ≡ ci,l + cj,k (mod p).
Íåêà ñåãà èçáåðåì öåëè ÷èñëà a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp òàêèâà, ÷å çà âñÿêî i äà å èçïúëíåíî
c1,i = a1 + bi è ci,1 = ai + b1. Òîãàâà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å çà âñåêè r, s å èçïúëíåíî

cr,s ≡ ar + bs (mod p).
Ùå íàðè÷àìå îáîáùåíà êëþ÷àëêà ìíîæåñòâî îò p êëåòêè, íèêîè äâå îò êîèòî íå ñå íàìèðàò
â åäèí è ñúù ðåä. Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å áðîÿò íà îáîáùåíèòå êëþ÷àëêè ñúñ ñóìà, êðàòíà

íà p, å êðàòåí íà p. Äà ðàçãëåäàìå êëåòêèòå (1, k1), (2, k2), . . . , (p, kp) è íåêà ñ dj îçíà÷èì
áðîÿ íà òåçè êëåòêè, êîèòî ñå íàìèðàò â ñòúëá j. Èìàìå:

p∑
i=1

ci,ki ≡
p∑
i=1

(ai + bki) ≡
p∑
i=1

ai +

p∑
i=1

dibi (mod p).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å îñòàòúêúò (mod p) íà ñóìàòà íà ÷èñëàòà â äàäåíà îáîáùåíà êëþ÷àëêà

çàâèñè åäèíñòâåíî îò íàáîðà (d1, d2, . . . , dp). Äà ðàçãëåäàìå íàáîð, çà êîéòî ïî-ãîðíàòà ñóìà
å êðàòíà íà p. Áðîÿò îáîáùåíè êëþ÷àëêè, êîèòî èìàò òîçè íàáîð, å

p!∏p
i=1 di!

. (1)

Òîâà ÷èñëî ñå äåëè íà p, ñòèãà ïîíå äâå îò ÷èñëàòà d1, d2, . . . , dp äà ñà íåíóëåâè (òúé êàòî p
å ïðîñòî). Ñëó÷àÿò, â êîéòî òî÷íî åäíî îò òåçè ÷èñëà å íåíóëåâî, ñúîòâåòñòâà íà îáîáùåíà

êëþ÷àëêà, â êîÿòî âñè÷êè êëåòêè ñà â åäèí è ñúù ñòúëá. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò îáîáùåíè

êëþ÷àëêè, ðàçëè÷íè îò ñòúëá íà òàáëèöàòà, ñúñ ñóìà, êðàòíà íà p, ñå äåëè íà p. Îñòàâà äà
çàáåëåæèì, ÷å çà ñóìàòà íà ÷èñëàòà â i-òèÿ ñòúëá íà òàáëèöàòà èìàìå

p∑
j=1

cj,i ≡
p∑
j=1

(aj + bi) ≡
p∑
j=1

aj (mod p),

è òîãàâà èëè âñè÷êè ñòúëáîâå èìàò ñóìà, êðàòíà íà p, èëè íèòî åäèí îò ñòúëáîâåòå íå å ñ

òàêàâà ñóìà. Èñêàíîòî ñëåäâà.
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Çàáåëåæêà. Òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà îñòàâà âÿðíî çà ïðîèçâîëíà òàáëèöà 101 × 101 (è

ñúîòâåòíî p× p, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî).
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1ò. çà ci,k + cj,l ≡ ci,l + cj,k (mod p); 1ò. çà cr,s ≡ ar + bs (mod p); 1ò.
çà íàáëþäåíèåòî, ÷å ñóìàòà íà ÷èñëàòà â äàäåíà îáîáùåíà êëþ÷àëêà çàâèñè åäèíñòâåíî îò

íàáîðà (d1, d2, . . . , dp); 2ò. çà (1); 2ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.1. ×åòâîðêà (a, b, c, d) îò ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà ñå íàðè÷à k-õóáàâà, àêî ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà:

� Èçìåæäó ÷èñëàòà a, b, c, d íÿìà òðè, êîèòî äà îáðàçóâàò (â íÿêàêúâ ðåä) àðèòìåòè÷íà
ïðîãðåñèÿ.

� Èçìåæäó ÷èñëàòà a + b, a + c, a + d, b + c, b + d è c + d èìà k, êîèòî îáðàçóâàò (â

íÿêàêúâ ðåä) àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.

à) Äà ñå íàìåðè 4-õóáàâà ÷åòâîðêà.

á) Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî k çà êîåòî ñúùåñòâóâà k-õóáàâà ÷åòâîðêà.

Ðåøåíèå. à) ×åòâîðêàòà (7, 6, 4, 3) å õóáàâà çàùîòî â íåÿ íÿìà òðè ÷èñëà, êîèòî äà îáðàçóâàò
àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, à îò øåñòòå ÷èñëà

7 + 6 = 13, 7 + 4 = 11, 7 + 3 = 10, 6 + 4 = 10, 6 + 3 = 9, 4 + 3 = 7

÷èñëàòà 7, 9, 11, 13 îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.
á) Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà a > b > c > d. Òîãàâà

a+ b > a+ c > max(a+ d, b+ c) > min(a+ d, b+ c) > b+ d > c+ d.

Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî:

1. a+ b, a+ c è a+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî 2(a+ c) = (a+ b) + (a+ d) ⇐⇒
2c = b+ d;
2. a+ b, a+ c è b+ c îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî 2(a+ c) = (a+ b) + (b+ c) ⇐⇒
2b = a+ c;
3. a+ d, b+ d è c+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî 2(b+ d) = (a+ d) + (c+ d) ⇐⇒
2b = a+ c.
4. b+ c, b+ d è c+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî 2(b+ d) = (b+ c) + (c+ d) ⇐⇒
2c = b+ d.
È â ÷åòèðèòå ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

Îò ãîðíîòî å ÿñíî, ÷å âñè÷êèòå 6 ÷èñëà íå ìîãàò äà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ.

Äà äîïóñíåì, ÷å 5 îò òÿõ îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ. Äà çàáåëåæèì, ÷å êîåòî è îò

÷èñëàòà a+b, a+c, a+d, b+c, b+d è c+d äà èçòðèåì, âèíàãè ñå ñðåùà íÿêîÿ îò ïðîãðåñèèòå
1., 2., 3., èëè 4.,ïðîòèâîðå÷èå.

Îò à) ñëåäâà, ÷å òúðñåíîòî k å 4.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) à) çà âÿðíà 4-õóáàâà ÷åòâîðêà � 2 òî÷êè; á) çà íàðåäáà íà ÷åòèðèòå

÷èñëà è íà ïîëó÷åíèòå øåñò ñáîðà � 1 òî÷êà; çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å k ≤ 4 � 3 òî÷êè; ÷àñòè÷íè
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ðåçóëòàòè: çà íàáëþäåíèåòî, ÷å íÿêîé îò ïðèìåðèòå 1., 2., 3. è 4. âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå �

1 òî÷êà; çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å øåñòòå ÷èñëà íå ìîãàò äà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ

(åêâèâàëåíòíî íà k ≤ 5) � 1 òî÷êà.

Çàäà÷à 11.2. Âúðõó ñòðàíèòå AB, BC è AC íà òðèúãúëíèê ABC ñà èçáðàíè ñúîòâåòíî

òî÷êè C1, A1 è B1 òàêà ÷å BA1 = BC1 è CA1 = CB1. Ïðàâèòå A1C1 è A1B1 ïðåñè÷àò ïðàâà

ïðåç A, óñïîðåäíà íà BC, ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q. Àêî îïèñàíèòå îêðúæíîñòè îêîëî

òðèúãúëíèöèòå APC1 è AQB1 ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â òî÷êà R âúðõó îòñå÷êàòà AA1,

äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êà R ëåæè íà âïèñàíàòà â òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Îò PQ ‖ BC è BA1 = BC1 ïîëó÷àâàìå

<) APC1 = C1A1B =<) A1C1B =<) AC1P

Òúé êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò APC1R å âïèñàí, èìàìå

<) A1RC1 =<) APC1 =<) PC1A =<) PRA.

Àíàëîãè÷íî

<) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ.

Îò <) B1RC1+ <) B1A1C1 = 180◦ ñëåäâà, ÷å RC1A1B1 å âïèñàí â îêðúæíîñò k. Ïîíåæå
<) C1RA1 =<) C1A1B =<) A1C1B è <) B1RA1 =<) CA1B1 =<) CB1A1, òî k ñå äîïèðà äî

ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèê ABC, ò.å. k å âïèñàíàòà â 4ABC îêðúæíîñò.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) Çà <) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ
èëè ñúîòâåòíîòî ìó � 2 òî÷êè; çà RC1A1B1 âïèñàí � 2 òî÷êè; çà èçâîäà, ÷å k å âïèñàíàòà

îêðúæíîñò � 2 òî÷êè.

Çàäà÷à 11.3. Çà åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñêâîéñòâà:

� ×èñëîòî n+ 1 ñå äåëè íà 24.

� Ñáîðúò îò êâàäðàòèòå íà âñè÷êè äåëèòåëè íà n (âêëþ÷èòåëíî 1 è ñàìîòî n) ñå äåëè
íà 48.

Êîëêî íàé-ìàëêî äåëèòåëè ìîæå äà èìà n?

Ðåøåíèå. Òúé êàòî n + 1 ñå äåëè íà 4, òî n íå å òî÷åí êâàäðàò. Ñëåäîâàòåëíî äåëèòåëèòå

íà n ìîãàò äà áúäàò ðàçäåëåíè íà äâîéêè

(a0, b0) = (1, n); (a1, b1), . . . , (as, bs),

êàòî áðîÿò íà äåëèòåëèòå íà n å 2(s+ 1). Òúé êàòî 24 äåëè n+ 1, òî âñè÷êè äåëèòåëè íà n
ñà íå÷åòíè è íå ñå äåëÿò íà 3. Çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , s èìàìå

ai + bi = ai +
n

ai
=
a2i − 1 + n+ 1

ai

11



è îò ai íå÷åòíî, êîåòî íå ñå äåëè íà 3 ñëåäâà, ÷å a2i − 1 ñå äåëè íà 24. Ñëåäîâàòåëíî ai + bi
ñå äåëè íà 24.

Ñåãà îò óñëîâèåòî èìàìå, ÷å

s∑
i=0

(a2i + b2i ) =
s∑
i=0

((ai + bi)
2 − 2aibi) =

s∑
i=0

(ai + bi)
2 − 2n(s+ 1)

ñå äåëè íà 48. Òúé êàòî 48 äåëè (ai + bi)
2 è n å íå÷åòíî, òî 48 äåëè 2(s+ 1). Òîâà îçíà÷àâà,

÷å n èìà ïîíå 48 äåëèòåëè.

×èñëîòî n = 2347 èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà, çàùîòî 24 äåëè 2347 + 1 è ñáîðúò îò êâàäðàòèòå

íà äåëèòåëèòå íà n å

1 + 232 + 234 + · · ·+ 2394

ñå äåëè íà 48, çàùîòî 232k = 529k ≡ 1 (mod 48).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Çà íàáëþäåíèåòî, ÷å âñè÷êè äåëèòåëè íà n ñà íå÷åòíè è íå ñå äåëÿò

íà 3 � 1 òî÷êà; çà íàáëþäåíèåòî, ÷å n íå å òî÷åí êâàäðàò è äåëèòåëèòå ìó ìîãàò äà ñå

ãðóïèðàò ïî äâîéêè ñ ïðîèçâåäåíèå n � 1 òî÷êà; çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúâ
âñÿêà äâîéêà ñå äåëè íà 24 � 2 òî÷êè; çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å n èìà ïîíå 48 äåëèòåëè (ò.å. 48

äåëè 2(s+ 1)) � 1 òî÷êà; çà íàìèðàíå íà ÷èñëî ñ 48 äåëèòåëè, êîåòî èçïúëíÿâà óñëîâèåòî �
2 òî÷êè.

Çàäà÷à 11.4. Ñòðàíàòà A èìà km ãðàäà, à ñòðàíàòà B èìà kn ãðàäà (k,m, n ∈ N.). Âñåêè
ãðàä îò A å ñâúðçàí ñ äâóïîñî÷íà äèðåêòíà àâèîëèíèÿ ñ âñåêè ãðàä îò B. Òå ñå îáñëóæâàò îò
k àâèîêîìïàíèè (âñÿêà àâèîëèíèÿ ñå îáñëóæâà ñàìî îò åäíà êîìïàíèÿ). Äðóãè àâèîëèíèè,

îñâåí ïîñî÷åíèòå, íÿìà. Äîêàæåòå, ÷å ìîæå äà èçáåðåì àâèîêîìïàíèÿ è m+ n ãðàäà, òàêà

÷å äà å âúçìîæíî äà ñå ïðèäâèæèì ìåæäó âñåêè äâà îò èçáðàíèòå ãðàäîâå, ïîëçâàéêè ñàìî

àâèîëèíèèòå íà òàçè êîìïàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ëåìà 1. Íåêà x, y ñà ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà, à k, `, ` ≥ k ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà.
Ðåàëíèòå ÷èñëà xi, yi, i = 1, 2, . . . , ` óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

xi ≥ 0, yi ≥ 0, xi + yi ≤ (x+ y)/k, i = 1, 2, . . . , `;∑̀
i=1

xi = x ,
∑̀
i=1

yi = y. (1)

Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ∑̀
i=1

xiyi ≤
xy

k
.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî xi = x/k, yi = y/k, i = 1, 2, . . . , k;xi = yi = 0, i > k.
Äîêàçàòåëñòâî. Äà îçíà÷èì f(x, y) :=

∑`
i=1 xiyi, êúäåòî x = (x1, . . . , x`), y = (y1, . . . , y`).

Òúé êàòî óñëîâèÿòà (1) îïðåäåëÿò êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿòà f äîñòèãà ìàêñèìàëíà-
òà ñè ñòîéíîñò âúðõó íåãî, äà ðå÷åì â òî÷êèòå x′i, y

′
i. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å x′1 ≥ x′2 ≥ · · · ≥
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x′`.Ùå äîêàæåì, ÷å y′i ñà ñúùî â íàìàëÿâàùà ïîñëåäîâàòåëíîñò. Àêî äîïóñíåì, ÷å y
′
i < y′i+1,

äà ðàçãëåäàìå xi = xi+1 := (x′i + x′i+1)/2; yi = yi+1 := (y′i + y′i+1)/2. Òîãàâà, (íåðàâåíñòâî íà
×åáèøåâ)

xiyi + xi+1yi+1 > x′iy
′
i + x′i+1y

′
i+1

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ìàêñèìàëíîñòòà íà x′, y′. Ïî íàòàòúê, àêî x′1 + y′1 < (x+ y)/k íèå ïî
àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà îáðàçóâàìå x1 := x′1 + ε, x2 := x′2 − ε; y1 := y′1 + δ, x2 := x′2 − δ çà
ïîäõîäÿùè ε, δ ≥ 0 è äà ïîëó÷èì ïî-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà f. Òàêà ÷å, x′1 + y′1 = (x+ y)/k.
Íåêà k′ å íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî xk′ > 0 è yk′ > 0. Ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî
ïî-ãîðå, ñå âèæäà ÷å x′i + y′i = (x + y)/k, i = 1, 2, . . . , k′. Çíà÷è k′ ≤ k. Íåêà äîïóñíåì, ÷å

k′ < k è çà îïðåäåëåíîñò yi = 0, i > k′. Äà ìîäèôèöèðàìå x, y ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïîëàãàìå

xi := x′i, yi := y′i, i = 1, 2, . . . , k′ − 1;xk′ := x′k′ , yk′ := y′k′ − ε, xk′+1 := (x + y)/k, yk′+1 := ε.
Çà i > k′ + 1 ÷èñëàòà yi ñà íóëè, à ÷èñëàòà xi íÿìàò çíà÷åíèå, ñòèãà äà ñå ïîä÷èíÿâàò íà
(1). Òúé êàòî x′k < (x + y)/k, ëåñíî ñå âèæäà ÷å f(x, y) > f(x′, y′) êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà

ìàêñèìàëíîñòòà íà x′, y′.
È òàêà, k′ = k. Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å x′i = x/k, y′i = y/k, i = 1, 2, . . . , k. Äà äîïóñíåì ÷å

òîâà íå å âÿðíî è j å ïúðâèÿò èíäåêñ, çà êîéòî x′j 6= x/k, êàòî íåêà çà îïðåäåëåíîñò íåêà
x′j < x/k. Òîãàâà, ùå ñúùåñòâóâà i > j çà êîåòî x′i > x/k, êîåòî çíà÷è x′i > x′j è çíà÷è

ïîñëåäîâàòåëíîñòòà x′1, x
′
2, . . . , x

′
k íå å íàìàëÿâàùà, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ òîâà óñòàíîâèõìå, ÷å x′i = x/k, y′i = y/k, i = 1, 2, . . . , k. Òúé êàòî f(x′, y′) = kxy, âåðíîñòòà
íà Ëåìà 1 å äîêàçàíà.

Îáðàòíî êúì çàäà÷àòà. Áðîÿò âñè÷êè àâèîëèíèè å k2mn. Çíà÷è èìà àâèîêîìïàíèÿ, êîÿòî

îáñëóæâà ïîíå kmn àâèîëèíèè. Äà ïðåìàõíåì âñè÷êè îñòàíàëè àâèîëèíèè. Ùå äîêàæåì, ÷å

â ïîëó÷åíèÿ ãðàô, íåêà áúäå K ′, èìà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà ñúñòîÿùà ñå îò ïîíåm+n âúðõà.
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Íåêà ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà K ′ ñà G(Ai, Bi), i = 1, 2, . . . , ` è
|Ai| = mi, |Bi| = ni, i = 1, 2, . . . , `. Èìàìå

∑̀
i=1

mi = km,
∑̀
i=1

ni = kn,mi + ni < m+ n

Ñúãëàñíî Ëåìà 1, ∑̀
i=1

mini < kmn

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà íà àâèîëèíèÿòà. È òàêà, çà ïîíå åäíî i å èçïúëíåíî mi+ni ≥
m+ n.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà ñòèãàíå äî íåðàâåíñòâî îò òèïà íà Ëåìà 1, 5ò. çà äîêàçâàíåòî

ìó.

Çàäà÷à 12.1. Ðåäèöàòà {xn}∞n=0 å çàäàäåíà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà:

x0 = 1,

xn+1 = sinxn +
π

2
− 1 çà n ≥ 0.
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Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=0 å ñõîäÿùà è äà ñå îïðåäåëè ãðàíèöàòà é.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà. Äà îòáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî n
èìàìå xn ≤ π

2 , ò.ê sinx ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ R. Îñâåí òîâà èìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = sinx−x
å íàìàëÿâàùà çà x ∈ R, ò.ê f ′(x) = cosx− 1 ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ R.
Ñëåäîâàòåëíî çà x ∈ (−∞, π2 ) èìàìå f(x) ≥ sin π

2−
π
2 . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å sinxn ≥ xn+1− π

2 ,
êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà xn+1 ≥ xn. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà (xn)

∞
n=1 å ðàñòÿùà è ò.ê òÿ å

îãðàíè÷åíà ñëåäâà, ÷å å ñõîäÿùà. Àêî l å íåéíàòà ãðàíèöà, òî çà l å èçïúëíåíî, ÷å l =
sin l + π

2 − 1, ò.å f(l) = f(π2 ). Ôóíêöèÿòà f å íàìàëÿâàùà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å l = π
2 .

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å xn ≤ π/2 çà âñÿêî n, 3ò. çà äîêàçàòåëñòâî,
÷å xn å ðàñòÿùà è 2ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.2. Äàäåí å îñòðîúãúëåí è ðàçíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ABC. Âïèñàíàòà â òðèú-
ãúëíèê ABC îêðúæíîñò ñ öåíòúð I äîïèðà ñòðàíèòå BC, AC è AB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå

D,E è F . Îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð C è ðàäèóñ CE ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò ïðàâàòà EF â òî÷-

êà K. Àêî X å äîïèðíàòà òî÷êà ñ AB íà âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C çà

òðèúãúëíèê ABC, òî äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå XC, KD è IF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å CX è IF ñå ïðåñè÷àò âúðõó âïèñàíàòà îêðúæíîñò. Íåêà

CX ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà P. Òîãàâà, àêî ðàçãëåäàìå õîìîòåòèÿ h ñ öåíòúð
C, êîÿòî èçïðàùà âïèñàíàòà îêðúæíîñò âúâ âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C,
òî h(P ) = X è ñëåäîâàòåëíî àêî t å äîïèðàòåëíàòà ïðåç P êúì âïèñàíàòà îêðúæíîñò, òî

èìàìå h(t) = AB. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å t||AB è ò.ê IP ⊥ t è IF ⊥ AB, òî ïîëó÷àâàìå,
÷å P ∈ IF.
Îò äðóãà ñòðàíà, àêî KD ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q, òî èìàìå
<) EQD = 180◦− <) EFD = 90◦ + <) ACB

2 . Èìàìå, ÷å <) EKD = <) ACB
2 , îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

<) QEF = 90◦, ò.å Q ≡ P. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðàâèòå KD, CX è IF ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà

P.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 3ò. çà CX ∩ IF ëåæè íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è 3ò. çà P ∈ KD.

Çàäà÷à 12.3. Äà ñå ðåøè â åñòåñòâåíè ÷èñëà óðàâíåíèåòî:

n
√
m+ m

√
n = 2 +

2

mn(m+ n)
1
m
+ 1

n

.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñè÷êè äâîéêè

åñòåñòâåíè ÷èñëà (m,n), çà êîèòî èìàìå { n
√
m} > 0, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî { n

√
m} ≥ 1

mn .
Íåêà a = b n

√
mc è x = { n

√
m}. Òîãàâà èìàìå, ÷å

m− an = x
n−1∑
i=0

m
i
nan−1−i

è ñëåäîâàòåëíî

x ≥ 1

nm
n−1
n

≥ 1

nm
.
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Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å n
√
m+ m

√
n ≥ 2 + 2

mn , îòêúäåòî çàäà÷àòà ñëåäâà.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà ôîðìóëèðàíå íà âÿðíî íåðàâåíñòâî çà äðîáíàòà ÷àñò íà n

√
m,

4ò. çà äîêàçàòåëñòâîòî ìó è 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.4. Ùå íàðè÷àìå åäíî ìíîæåñòâî S îò òî÷êè â ðàâíèíàòà åñåííî, àêî ðàçñòîÿ-

íèåòî ìåæäó âñåêè äâå òî÷êè îò S å íàé-ìíîãî 1. Ñ f(n, d) îçíà÷àâàìå íàé-ãîëÿìîòî öÿëî
÷èñëî, òàêîâà ÷å çà âñÿêî åñåííî ìíîæåñòâî S îò 3n òî÷êè â ðàâíèíàòà, ñúùåñòâóâà êðúã ñ

äèàìåòúð d, êîéòî ñúäúðæà ïîíå f(n, d) òî÷êè îò S.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 (íåçàâèñåùî îò n), çà êîåòî çà âñè÷êè d ∈ (1 − ε, 1)
ñòîéíîñòòà íà f(n, d) íå çàâèñè îò d è äà ñå îïðåäåëè òàçè ñòîéíîñò êàòî ôóíêöèÿ íà n.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà d < 1, çà êîåòî âèíàãè ìîæåì äà íàìåðèì

îêðúæíîñò ñ äèàìåòúð d êîÿòî ñúäúðæà n òî÷êè îò äàäåíèòå. Íåêà M å ìíîæåñòâî îò 3n
òî÷êè ñ äèàìåòúð 1 è íåêà çà âñÿêà òî÷êà A ∈M ðàçãëåäàìå êðúã DA ñ öåíòúð A è ðàäèóñ
1√
3
.

Ëåìà. Àêî A,B,C ∈M, òî DA ∩DB ∩DC 6= ∅.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî òî÷êèòå A,B,C îáðàçóâàò îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê, òî íÿêîé îò úã-

ëèòå íà òðèúãúëíèêà å ñ ìÿðêà ìåæäó 60◦ è 90◦. Íåêà ÁÎÎ òîâà å <) ACB. Òîãàâà çà

ðàäèóñà R íà îïèñàíàòà îêîëî ABC îêðúæíîñò, ïîëó÷àâàìå îò ñèíóñîâà òåîðåìà, ÷å 2R =
AB

sin<) ACB ≤
2√
3
, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å R ≤ 1√

3
è ñëåäîâàòåëíî öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêðúæ-

íîñò O ∈ DA ∩DB ∩DC .
Àêî òî÷êèòå A,B,C îáðàçóâàò òúïîúãúëåí èëè ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, òî íåêà ÁÎÎ

<) ACB ≥ 90◦. Íåêà M å ñðåäàòà íà AB. ßñíî å, ÷å MA ≤ 1
2 <

1√
3
è àíàëîãè÷íî MB < 1√

3
,

ò.å M ∈ DA ∩DB. Îò äðóãà ñòðàíà

MC2 =
2AC2 + 2CB2 −AB2

4
≤ AB2

4
≤ 1

4
,

êúäåòî ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà îò òîâà, ÷å <) ACB ≥ 90◦. Ñëåäîâàòåëíî MC ≤ 1
2 <

1√
3

è ñëåäîâàòåëíî M ∈ DC , ò.å íàèñòèíà M ∈ DA ∩DB ∩DC , ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà.
Îò òåîðåìà íà Õåëè, ïðèëîæåíà çà ìíîæåñòâîòî îò êðúãîâå {DA : A ∈ M}, ñëåäâà, ÷å ò.ê
âñåêè òðè îò òÿõ ñå ïðåñè÷àò, òî

⋂
A∈M DA 6= ∅. Íåêà P ∈

⋂
A∈M DA. Òîãàâà êðúãúò DP ñ

öåíòúð P è ðàäèóñ 1√
3
ñúäúðæà M.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å âñåêè êðúã K ñ ðàäèóñ 1√
3
ìîæå äà áúäå ïîêðèò îò 3 êðúãà ñ ðàäèóñ

1
2 . Íåêà òî÷êèòå A′, B′, C ′ ∈ DP ñà òàêèâà, ÷å A′B′C ′ å ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê. Òîãàâà

A′B′ = B′C ′ = C ′A′ = 1 è êðúãîâåòå ñ äèàìåòðè A′B′, A′C ′, B′C ′ ïîêðèâàò DP .
Àíàëîãè÷íî êðúãîâå k1, k2, k3 ñ öåíòðîâå ñðåäèòå íà A′B′, A′C ′, B′C ′ è äèàìåòúð d "ïî÷-

òè"ïîêðèâàò K. Íàèñòèíà ìíîæåñòâîòî K \ (k1 ∪ k2 ∪ k3) ñå ñúñòîè îò 3 åäíàêâè ôèãóðè,

êîèòî ùå íàðè÷àìå àíòèëóíè ïîðàäè âèçóàëíàòà ïðèëèêà. Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å ìîæåì

äà ïîñòðîèì àíòèëóíè çà âñåêè , B,C, ëåæàùè íà êîíòóðà íà K è îáðàçóâàùè ðàâíîñòðàíåí

òðèúãúëèê.
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Íåêà ñåãà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, à èìåííî, ÷å çà âñÿêî d < 1 ìîæåì äà èçáåðåì ìíîæåñòâî

îò 3n òî÷êè , òàêà ÷å íèêîè n îò òÿõ äà íå ëåæàò â êðúã ñ äèàìåòúð d. Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî
â òðèòå àíòèëóíè ñúîòâåòñâàùè íà íÿêîè , B, C íÿìà òî÷êè îò , òî ïîíå åäèí îò k1, k2, k3
ñúäúðæà n òî÷êè. Îòòóê ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å âúâ âñÿêà òðîéêà ñúîòâåòíè àíòèëóíè èìà

òî÷êà îò M .

Íåêà äà ôèêñèðàìå N íå÷åòíî è äà âçåìåì 3N àíòèëóíè A1, . . . , A3N ïðåç ðàâíè úãëè. Íåêà

ñúùî òàêà ñìå èçáðàëè d < 1, òàêà ÷å dist(A1, AN+2) > 1. Òîâà å âúçìîæíî, çàùîòî êîãàòî
d êëîíè êúì 1, äèàìåòúðúò íà àíòèëóíèòå ñõîäè êúì 0. Òúé êàòî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå

òî÷êè, îáðàçóâàùè úãúë 2π(N + 1)/3N, å ïîâå÷å îò 1, òî îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà d < 1, çà êîåòî dist(A1, AN+2) > 1.
Îò ïðåäõîäíèòå íè ðàçñúæäåíèÿ ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî i ïîíå åäíà îò àíòèëóíèòåAi, AN+i, A2N+i

ñúäúðæà òî÷êà îòM . Íåêà ÁÎÎA1 ñúäúðæà òî÷êà îò . Ñëåäîâàòåëíî, àíòèëóíè òåAN+2, . . . , A2N

íå ñúäúðæàò òî÷êè îò . Íåêà Am e ïúðâàòà àíòèëóíà ñëåä A2N , êîÿòî ñúäúðæà òî÷êà. Ñëå-

äîâàòåëíî àíòèëóíèòå Am−(2N−1), . . . , Am−1 íå ñúäúðæàò òî÷êè îò M . Îò òîâà ñëåäâà, ÷å

àíòèëóíè Am, . . . , Am−(2N+1) ñúäúðæàò òî÷êè. (Àíòèëóíàòà Am−2N å åäèíñòâåíàòà, çà êîÿòî

íå çíàåì ñúñ ñèãóðíîñò äàëè ñúäúðæà òî÷êà). Íåêà Bi å òî÷êàòà îò M â àíòèëóíà Am−1+i
è íåêà Ci å öåíòúðúò íà äúãàòà íà Am−1+i
Ñåãà ìîæåì äà èçáåðåì N äîñòàòú÷íî ãîëÿìî è d = d′ äîñòàòúíî áëèçêî äî 1 òàêà, ÷å:

dist(C1, B1) ≤ diam(Am) < 0.01

dist((C1 + CN+1)/2, Bb(N+1)/2)c) ≤ diam(Am) + 2π/3N < 0.01

dist(CN+1, BN ) ≤ diam(Am) + 2π/3N < 0, 01

Ñëåäîâàòåëíî, ìíîæåñòâîòî M ëåæè èçöÿëî â ñå÷åíèåòî P íà è òðèòå êðúãà k1, k2, k3 ñ

öåíòðîâå C1, C(N+1)/2, CN è äèàìåòúð 1.01. Íî ñåãà ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å P ìîæå äà ñå

âïèøå â îêðúæíîñò K ′ ñ ðàäèóñ d”/
√
3 < 1/

√
3. Íî òîãàâà ′ ñå ïîêðèâà (ñúîòâåòíî è ) îò

3 êðúãà ñ äèàìåòúð d”. Ñëåäîâàòåëíî, çà d = max(d′, d”) ñúñ ñèãóðíîñò ñúùåñòâóâà êðúã

ïîêðèâàù ïîíå n òî÷êè îò M .

Îñòàíà äà ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî d < 1 è âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî M îò 3n òî÷êè,

íèêîè n + 1 îò êîèòî íå ïðèíàäëåæàò íà åäèí êðúã ñ äèàìåòúð d. Ïîñòðîÿâàìå n åäíàêâî

îðèåíòèðàíè ðàâíîñòðàííè òðèúãúëíèêà ñúñ ñòðàíà (1 + d)/2, òàêà ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó
âñåêè 2 ñúîòâåòíè âúðõà å ïî-ìàëêî îò (1 − d)/10. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿ, ÷å òàçè êîíñòðóêöèÿ

èçïúëíÿâà íåîáõîäèìèòå óñëîâèÿ.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å S ñå ïîêðèâà îò 3 êðúãà ñ äèàìåòúð 1, 4ò. çà
ïîêàçâàíå, ÷å S ñå ïîêðèâà îò 3 êðúãà ñ äèàìåòúð d′ < 1, 1ò. çà êîíñòðóêöèÿ íà ìíîæåñòâî îò
3n òî÷êè, îò êîåòî íå ìîæå äà áúäàò ïîêðèòè n+1 òî÷êè ñ êðúã ñ äèàìåòúð d çà ôèêñèðàíî
d < 1.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 8.2, 8.3 � Ìèðîñëàâ Ìàðèíîâ;

9.1, 10.1 � Íåäÿëêà Äèìèòðîâà; 9.2, 10.2, 10.3 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ; 9.3 � Ëþáåí Ëè÷åâ; 9.4

� Ìèõàèë Øêîëíèêîâ; 10.4 � Áîðèñëàâ Êèðèëîâ; 11.1, 11.2 � Åìèë Êîëåâ; 11.3 � Àäåëèíà
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×îïàíîâà; 11.4 � Äðàãîìèð Ãðîçåâ; 12.1, 12.2, 12.3 � Êðèñòèÿí Âàñèëåâ; 12.4 � Êðèñòèÿí

Âàñèëåâ è Êîíñòàíòèí Ãàðîâ.

17


